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PRESENTACION

En la Catedra de Fisica del Curso Propedéutico de la Escuela Politécnica Nacional se
tiene como eje central el ensefiar la fisica como una ciencia, poniendo énfasis en los
fundamentos: en las ideas, los conceptos, las leyes y los principios fisicos; en definitiva, en
la teoria que es la esencia de la fisica y su arma méas poderosa para conocer la realidad y
resolver problemas tecnoldgicos.

Asi, quedaron atras veinte afios de un programa antiguo que veia a la fisica, en la parte
correspondiente a la teoria, como una coleccion de formulas y recetarios cuya Unica
funcion era la de servir para “resolver problemas”, por lo general mateméticamente
complicados.

El presente libro, FISICA PARA PREPOLITECNICO (Teoria y Problemas
Resueltos), Cuarta Edicion, es una versién mejorada de las tres anteriores. En él esta
incorporada la Teoria, que corresponde al actual programa de estudios, con la importancia
y desarrollo debidos. Esta Teoria es puesta a prueba en los Problemas Resueltos
incorporados, y en su complemento, las tres ediciones del CUADERNO DE TRABAJO
que contiene Preguntas y Problemas Propuestos cuya solucion exige al estudiante la
aplicacion de los conceptos, leyes y principios asimilados.

Los profesores de la Catedra de Fisica del Curso Propedéutico, ingenieros Yy fisicos,
siguen un proceso riguroso y sistematico para la elaboracion de preguntas y problemas
para las pruebas y examenes. Los Problemas Resueltos de la FISICA PARA
PREPOLITECNICO vy las Preguntas y Problemas Propuestos del CUADERNO DE
TRABAJO han sido seleccionados de una base de datos de méas de 1000 preguntas y 800
problemas.

El presente libro, FISICA PARA PREPOLITECNICO, y su complemento, el
CUADERNO DE TRABAJO en sus tres ediciones, estan destinados para su uso en la
materia de fisica que se dicta en el curso propedéutico de la Escuela Politécnica Nacional.
Recomendamos su uso para otros cursos similares en otras universidades y politécnicas, y
como material de consulta para los profesores de fisica de la ensefianza media.

Los autores

Quito, febrero de 2011
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CAPITULO 1

LA CIENCIA

1.1 INTRODUCCION

Desde la antigliedad el ser humano tuvo curiosidad por conocer y entender lo que sucedia
en su entorno natural, lo que le permitid, a su vez, descubrir una serie de conocimientos
rudimentarios, si se quiere; pero que, contribuyeron a aliviar gran parte de sus tareas o
actividades habituales. Esta curiosidad natural, a través del tiempo y con ayuda del
pensamiento, se transformdé en una actividad sistematica de la especie humana, con
caracteristicas bien definidas y a la cual se la conoce en la actualidad con el nombre de
ciencia.

Se podria decir, entonces, que el conocimiento tiene su origen en la interaccion del

hombre con la realidad y que esta interaccion se puede dar fundamentalmente de dos formas:
empirica, a través de los sentidos, y racional, por medio del pensamiento.

1.2 CLASES DE CONOCIMIENTO

Existen basicamente dos tipos de conocimiento: el empirico y el cientifico.

El empirico, se caracteriza porque se da por medio de los sentidos y se limita a una
simple constatacion de hechos, de eventos que suceden.
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El cientifico, en cambio, si bien también se vale de los sentidos, se caracteriza porque el
reflejo de la realidad en el cerebro del hombre se da por medio de conceptos, que son
abstracciones y generalizaciones de esa realidad.

1.3 DEFINICION DE CIENCIA

Es muy dificil dar una definicién de ciencia, sin embargo una que parece bastante
completa es la de Kédrov: "es un sistema de conceptos acerca de los fendmenos del mundo
exterior y de la actividad espiritual de los individuos, que permite conocer, prever y
transformar la realidad en beneficio de la sociedad; es una forma de actividad humana,
histéricamente determinada, cuyo contenido y resultado es la reunion de hechos orientados en
un determinado sentido, de hipétesis y teorias elaboradas y de leyes que constituyen su
fundamento, asi como de procedimientos y métodos de investigacion™,

El concepto de ciencia se aplica tanto al proceso de elaboracion de los conocimientos
como al sistema de conocimientos comprobados por la practica y que constituyen una verdad
objetiva, en el sentido de que este sistema de conocimientos al ser verificado se cumple
independientemente del sujeto, de su ideologia y de su conciencia.

Elementos de la ciencia

En esta definicion de ciencia se encuentran cuatro elementos importantes:
a) objeto: reunidn de hechos orientados en un determinado sentido.
b) método: procedimientos de investigacion
c) investigacion: proceso de elaboracion de los conocimientos.
d) teoria: sistema de conceptos.

Toda ciencia tiene una teoria y en toda ciencia se hace investigacion, por lo tanto lo que
diferencia una ciencia de otra es el objeto y el método.

Toda ciencia al constituirse se plantea qué va a investigar y como lo va a hacer. El qué
constituye el objeto y el cémo, el método.

El objeto de la ciencia, lo constituye toda la realidad que existe, o sea la materia en
movimiento (transformacion, evolucion), asi como las formas de su reflejo en la conciencia
del hombre.

Las formas que adopta la materia son muchas, asi por ejemplo: los astros, los minerales,
los vegetales, los animales, los seres humanos, la sociedad, etc.

Segun que su objeto sea la naturaleza (el mundo, el universo) se tienen las ciencias
naturales; o, la sociedad, se tienen las ciencias sociales. También hay las ciencias filoséficas
cuyo objeto son las leyes méas generales de la naturaleza, la sociedad y el pensamiento. Es
decir, cada forma de manifestacion de la materia es estudiada por una ciencia particular como
la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Historia, la Sociologia, etc.



1.3 Definiciéon de ciencia

Existen métodos generales que se utilizan en todas las ciencias como son: el tedrico
(trabajo con ideas, pensamientos, conceptos); el experimental (reproduccién de fenémenos y
procesos en condiciones controladas); el inductivo (proceso que va de lo particular a lo
general), el deductivo (proceso que va de lo general a lo particular), el de analisis y el de
sintesis (descomposicion y recomposicion de las partes de un objeto de estudio, para
encontrar las regularidades); el de analogia (comparacién de hechos); el de matematizacion
(expresion de hechos reales mediante modelos matematicos); etc.

A mas de estos métodos generales, cada ciencia tiene métodos particulares; por ejemplo
para conocer la estructura de determinado compuesto, la Fisica recurrird a los rayos X y la
Quimica a las reacciones quimicas.

La investigacion tiene que ver con el conjunto de actividades que se desarrollan durante
el proceso de elaboracion de los conocimientos, se caracteriza por ser sistemética y siempre
dirigida hacia un fin. Todo problema cientifico se formula conscientemente como un fin que
debe ser alcanzado en el transcurso de la investigacion. Del problema depende, en gran
medida, el caracter de las actividades a desarrollarse.

La formulacion del problema es, por lo tanto, una actividad muy importante del
investigador. La toma de conciencia y la formulacion correcta de cualquier problema nuevo,
es una demostracion del progreso de la ciencia y se convierte en un gran estimulo para nuevas
investigaciones.

Con frecuencia la solucién de los problemas en la ciencia exigen grandes esfuerzos de
varias generaciones de cientificos. Actualmente muchos problemas, tales como la produccién
de armas atomicas, la conquista del cosmos, el uso pacifico de las energias atdmica y nuclear,
la preservacion del medio ambiente, etc. exigen ingentes recursos econémicos y el concurso
de verdaderos equipos de investigadores de caracter multidisciplinario. Especialmente
complejos resultan ser los problemas cientificos que tienen relacion con las transformaciones
sociales.

En dependencia del caracter de los problemas cientificos a solucionar, se pueden
distinguir tres formas fundamentales de investigacion:

a) investigaciones tedricas fundamentales, dirigidas a la busqueda de nuevas ideas, caminos
y métodos de conocimientos y explicaciones;

b) investigaciones tedricas dirigidas a un fin, que tienen que ver con problemas tedricos ya
formulados, con el estudio critico de soluciones antes propuestas o con la modificacion,
precision o comprobacion empirica de las leyes, teorias e hipdtesis aceptadas en las
ciencias. Esta forma de investigacion desempefia un papel muy importante en el
desarrollo de cualquier ciencia; y

c) investigaciones aplicadas, dirigidas fundamentalmente a la utilizacion practica de las
leyes y teorias formuladas.

La teoria viene a ser el conjunto de los resultados obtenidos en el proceso de elaboracién
de los conocimientos; esta constituida por las generalizaciones o abstracciones de la realidad,
por las leyes, teorias y principios descubiertos en ella, gracias a la investigacion concreta del
objeto del conocimiento, mediante la aplicacion de ciertos métodos especificos.
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1.4 CARACTERISTICAS GENERALES DE LA CIENCIA

b)

d)

f)

Entre las caracteristicas mas importantes de la ciencia se pueden anotar las siguientes:

Su desarrollo no es lineal, no es secuencial. Esto quiere decir que los nuevos
conocimientos no son consecuencia, no se desprenden de los anteriores, sino que mas
bien se originan de contradicciones, de rupturas con aquellos, pero sin invalidarlos; por
esto el desarrollo cientifico no ha sido facil, incluso en ocasiones ha pasado por crisis que
han hecho historia.

Su desarrollo no es ahistorico; lo que significa que estad condicionado por las
circunstancias historicas de la época en que se produce.

Su desarrollo no es neutro; estd determinado también por las condiciones e intereses
socio-economicos Yy politicos.

No es dogmatica; los conocimientos cientificos no son actos de fe, puesto que no son
proposiciones aceptadas como verdades por ser enunciadas por alguna persona
reconocida como autoridad cientifica, sino que provienen del estudio sistematico de la
realidad y por lo tanto de su verificacion practica. Los conocimientos cientificos no son
verdades absolutas, puesto que estan en permanente evolucion, en funcién de las nuevas
realidades a las que el hombre tiene acceso, las mismas que permiten llegar a
concepciones cada vez mas generales de la realidad. Se puede decir que los
conocimientos cientificos son validos en la medida en que responden a la explicacion del
modelo para el que fueron desarrollados.

El conocimiento es verificable; el criterio de verdad es la practica, es decir el experimento
y la industria.

No solo explica sino que permite predecir.

1.5 LA CIENCIA FiSICA

Elementos

Objeto

La ciencia Fisica estudia las interacciones de la naturaleza de una manera formal, lo que

permite entender las diferentes formas en que se manifiesta la materia: sustancia, campo,
energia y onda, asi como los movimientos méas generales de la misma, tales como el
movimiento mecanico, electromagnético, atdmico, el nuclear, etc.



1.5 La ciencia fisica

Meétodo

El método utilizado en la ciencia Fisica se puede sintetizar en el siguiente esquema,
tomado de la Estructura y Didactica de las Ciencias de Elias Fernandez Uria.

Leyes, Modelos Deducciones
generalizaciones y y
y principios <——— Teorias Predicciones

Inferencia o Induccion Verificacion
Ambito de las
Teorias y leyes

Ambito de los hechos  Datos y observaciones

De acuerdo con este esquema, la ciencia Fisica construye modelos y teorias
interpretativas, a partir de leyes y generalizaciones inferidas o inducidas de observaciones de
determinados hechos experimentales o naturales. Estos modelos permiten realizar
deductivamente una serie de predicciones, las cuales deberan ser verificadas con el proposito
de poner a prueba la bondad y calidad de los mismos. Se recogen aqui, por consiguiente, dos
aspectos fundamentales: el empirico (observacion de sucesos naturales y de procesos
experimentales) y el 16gico — tedrico (inferencia de leyes y construccion de teorias).

Desarrollo de las teorias fisicas

En la historia del desarrollo de las ciencias naturales se pueden distinguir dos etapas, que
si bien no estan perfectamente definidas en el tiempo, al menos tienen caracteristicas
diferentes.

La primera etapa, que va aproximadamente desde el siglo V a.n.e. hasta el siglo XVII
d.n.e., se caracterizd porque en las ciencias naturales experimentales se usd, como forma de
obtencion de los conocimientos, fundamentalmente la observacion, la relacion causa efecto y
el sentido comdn, lo que le llevo al hombre en muchos de los fendmenos observados a una
serie de generalizaciones especulativas, ilusorias y por lo tanto equivocas, Al respecto se
podria mencionar a manera de ejemplos, la Teoria Geocéntrica y la conocida tesis erronea de
Aristdteles acerca de que no puede haber movimiento sin fuerza.

La razén principal de la inconsistencia de estas generalizaciones radicaba precisamente
en la limitacion de la observacion. Aristételes y sus seguidores trataban de explicar las causas
de los fendmenos por medio de observaciones fragmentarias con menosprecio de la practica.
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La segunda etapa, que va desde el siglo XVII hasta nuestros dias, se caracteriza, en
cambio, por la implementacion del método cientifico por parte de Galileo, cuyo mayor aporte
fue la unificacion de las investigaciones teoricas y experimentales en un todo Unico. Galileo
no deja de lado la teoria, sino que la involucra en el enfoque teérico del planteamiento del
experimento y en la interpretacion de los resultados experimentales. Segun Galileo, el
experimento solo tiene un valor cientifico cuando se convierte en objeto de interpretacion
teorica. “El mismo experimento”, afirmo Galileo, “que a primera vista engendra una opinion,
si se le analiza mejor nos ensefia lo contrario”.

Por lo expuesto se considera que la Fisica como ciencia empieza con Galileo y Newton.
Newton, en su obra méas importante llamada “Principios matematicos de la Filosofia Natural”,
comienza con un grupo de definiciones y axiomas, interconectados de tal forma que
constituyen lo que se conoce como un sistema cerrado de conceptos, que consta basicamente
de las tres Leyes de Newton mas la Ley de la Gravitacion Universal, que en conjunto dan la
teoria del movimiento de las particulas, de donde se puede pasar a la Mecanica de los cuerpos
solidos, a los movimientos rotacionales, a los movimientos continuos de los fluidos, a los
movimientos vibracionales de los cuerpos elasticos y a la Astronomia.

Cuando se descubrieron los fendmenos eléctricos y magnéticos y se los comparé con los
gravitacionales, se vio que el movimiento de los electrones también se podria estudiar a base
de la Mecénica Newtoniana.

Finalmente, en el siglo XIX, incluso la teoria del calor se podia reducir a la Mecéanica. La
primera dificultad surgio en las discusiones sobre el campo electromagnético, en los trabajos
de Faraday y Maxwell, en los que el campo de fuerzas se convirtié en objeto de investigacion.

Newton habia introducido una hipdtesis nueva y extrafia a lo que se pensaba, al asumir
una fuerza que actuaba a distancia. Ahora con la teoria de los campos de fuerza se podia
regresar a la vieja idea de que la accion es transferida de un punto al punto vecino solamente
con la descripcion del comportamiento de este nuevo concepto del campo de fuerza.

Los axiomas y definiciones de Newton se referian a los cuerpos y su movimiento, pero
con Maxwell los campos de fuerzas habian adquirido el mismo grado de realidad que los
cuerpos en la teoria de Newton.

Este punto de vista no fue aceptado facilmente y, para evitar un cambio radical en la
concepcidn de la realidad, muchos fisicos sostenian que las ecuaciones de Maxwell se referian
a las deformaciones de un medio elastico al que le llamaron éter.

Posteriormente, la teoria de la relatividad mostré que el concepto de éter, como una
sustancia, debia ser abandonada y que los campos debian ser considerados como una realidad
independiente. Esta misma teoria descubrio nuevas propiedades del espacio y del tiempo, que
no se conocian y no existian en la Mecénica Newtoniana, razon por la cual debia ser
remplazada por otra diferente, o sea por un nuevo sistema cerrado de conceptos, que se adapte
a las nuevas realidades observadas. Asi es como avanza o se desarrolla la ciencia, esto es,
pone a prueba las teorias existentes o vigentes a las nuevas realidades observadas, para que,
en caso de que se produzcan inconsistencias, se desarrollen nuevas teorias que expliquen las
nuevas realidades, a las que ya ha tenido acceso el hombre.
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Segun Heisenberg, hasta 1958, son cuatro los sistemas cerrados de conceptos que han

alcanzado su forma final:

La Mecanica Newtoniana, que explica todos los sistemas mecanicos.

La Teoria del Calor, que al ir desde una descripcion puramente fenomenoldgica hacia una
interpretacion estadistica, se gano el derecho a constituirse en un sistema aparte de la
Mecénica.

El Electromagnetismo, que incluye la electrodinamica, la relatividad especial, la Optica y
el magnetismo.

La Teoria Cuéantica, que comprende la mecanica cuéntica y la ondulatoria, la teoria de los
espectros atdmicos, la quimica y la teoria de otras propiedades de la materia, como la
conductividad y el ferromagnetismo.

Las relaciones entre estos cuatro sistemas cerrados se dan de la siguiente forma:

1 esta contenido en el 3, cuando la velocidad de la luz se considera infinitamente grande.

1 esta contenido en el 4, cuando la constante de Planck se considera infinitamente
pequena.

1y parte del 3 pertenecen al 4.

2 puede conectarse con cualquiera de los otros sistemas, sin dificultad, y es especialmente
importante su relacion con el 4.

El hecho de que el 3 y el 4 sean independientes sugiere la existencia de un quinto

conjunto, del cual el 1, el 3y el 4 sean casos limite, este nuevo sistema de conceptos sera
encontrado en relacién con la teoria de las particulas elementales.

En la actualidad existe ya un quinto sistema cerrado de conceptos que es la Teoria General

de la Relatividad, en la cual se basan la Cosmologia y la Astrofisica, que en este siglo han
tenido un gran desarrollo.

Caracteristicas particulares

1.

Es la méas fundamental y general de las ciencias naturales, por ello se dice que es una
ciencia basica. Dos argumentos que demuestran esta afirmacion son:

a) la durabilidad y permanencia de sus conceptos e ideas. Las leyes de Newton, las
ecuaciones de Maxwell siguen vigentes.

b) Los conceptos y teorias de la Fisica se utilizan en las otras ciencias.
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2. La Fisica es inherentemente simple. Si se toman en cuenta sus efectos de gran alcance en
la ciencia y en la sociedad, el nimero de ideas subyacentes en esta disciplina es
extraordinariamente pequefio. Las mismas ideas fundamentales son usadas unay otra vez.

Los conceptos fundamentales son muy pocos: fuerza, energia y campo. Las leyes
fundamentales son pocas: las 3 leyes de Newton en la Mecanica, las 3 leyes de la
Termodinamica, las 4 leyes de Maxwell en el electromagnetismo.

Los mismos principios se aplican en toda la Fisica: el de conservacion de la masa, el de
conservacion de la energia, el de conservacion de la cantidad de movimiento lineal, el de
conservacion de la cantidad de movimiento angular, el de conservacion de la carga, el
principio de relatividad, el de cuantizacién, el de simetria.

La Fisica y su relacion con otras ciencias

Es indudable que la Fisica, dado su caracter de ciencia basica, estd estrechamente
relacionada con todas las ciencias, como se ilustra a continuacion.

La Fisicay la Quimica

En sus inicios la Quimica estudiaba los elementos y la formacion de compuestos a partir
de aquellos (reacciones quimicas). La interaccion de la Quimica con la Fisica permitid
comprender la teoria atdbmica por medio de experimentos quimicos. A partir de la tabla
peridédica de Mendeleiev y con una serie de métodos y reglas empiricas se describia qué
sustancias y como podian combinarse, pero no habia una teoria coherente que explicara la
Quimica. Esta situacién se mantuvo hasta que aparecid, en la Fisica, la Teoria Cuantica que
permitio explicar las reacciones quimicas. Debido a que las reglas empiricas de la Quimica
pueden ser explicadas con leyes teoricas generales de la Teoria Cuantica, la Quimica Tedrica
es, en realidad, Fisica. Los quimicos tedricos no son mas que fisicos que estudian procesos
quimicos.

La Fisicay la Biologia

La Biologia estudia los seres vivos. Como los seres vivos constituyen la materia mas
compleja que existe es natural que, inicialmente, la Biologia fuera descriptiva y estudiara que
cosas vivas habian y como funcionaban, pero desde un punto de vista muy global.

Con el tiempo se descubrié que muchos procesos bioldgicos son procesos fisicos
(circulacién de la sangre, el funcionamiento del corazdn, la transmision de estimulos
nerviosos, etc.) y que, incluso las moléculas del ADN, que se pensaba eran el secreto de la
vida, se someten a las leyes fisicas.

Todos los objetos, inertes y vivos, estan hechos de los mismos atomos y por tanto los

fendmenos y procesos bioldgicos a escala atdbmica y molecular se rigen por las mismas leyes
fisicas.
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La Fisica y la Astronomia.

La Astronomia es més antigua que la Fisica y su estudio del movimiento de los astros dio
inicio a la Fisica. Las estrellas estan compuestas de los mismos atomos que la Tierra. Su
comportamiento esta determinado por las mismas leyes basicas de la Fisica.

La Fisicay la Matematica

La Matematica no es una ciencia natural, es una ciencia formal. Tiene su objeto y su
método propios.

Una de las caracteristicas mas importantes de la Fisica moderna es que todas las
conclusiones que se han obtenido tienen un doble caracter: cualitativo y cuantitativo. Para
poder llegar a conclusiones cuantitativas es necesario el lenguaje de la Matematica.

La Matematica como instrumento de razonamiento es indispensable si se quiere obtener
resultados que puedan someterse a pruebas experimentales.

Ademas, se vio anteriormente que la Fisica trabaja con conceptos, que son Utiles si se los
expresa matematicamente.

1.6 CANTIDADES

Cantidades Fisicas

La Fisica trabaja con conceptos que se pueden definir operacionalmente, en funcion de
cantidades que pueden ser medidas. Desde este punto de vista las cantidades pueden ser
fundamentales, que se miden directamente y que no se pueden definir en funcion de otras mas
simples; y, derivadas, aquellas que se pueden definir en funcién de las anteriores.

Como las cantidades fundamentales no se pueden definir en funcion de otras mas
simples, para su medida es necesario definir estdndares o patrones seleccionados
arbitrariamente, los mismos que luego deberan ser aceptados universalmente.

En el Sistema Internacional (S. I.) las cantidades fundamentales son: longitud (metro),
masa (kilogramo), tiempo (segundo), intensidad de corriente (amperio), intensidad luminosa
(candela), cantidad de sustancia (mol) y temperatura (Kelvin).

Como resultado de la medicion de una cantidad se tiene la magnitud de esa cantidad que
consta de un nimero positivo y una unidad de medida.

Cuando se define una cantidad en funcion de las cantidades fundamentales se habla de la
dimensién de la cantidad. En el siguiente cuadro se ponen algunos ejemplos ilustrativos.

11
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Cantidad Unidad Magnitud Dimension
Longitud m 10m L
Masa kg 2 kg M
Tiempo S 30s T
Velocidad m/s 20 m/s LT
Aceleracion m/s” 5 m/s® LT?
Fuerza N 40N MLT™

Mediciones

Los conceptos son susceptibles de cuantificacion, es decir de medicién. Se entiende por
medicion la comparacion de una cantidad con otra de la misma especie, que arbitrariamente se
toma como patrén de medida.

En una medicion se puede hablar de exactitud y precision.

La exactitud tiene que ver con la correspondencia del patron utilizado para la medicién
con el patron universalmente reconocido.

La precision se relaciona con la menor division de la escala del aparato de medicion. Por
ejemplo, si se realiza una medida con una regla cuya menor divisién es 1 mm, la precision es
de 1 mm; entonces, si al hacer una medicién con esta regla da 13.72 cm, quiere decir que el
primer decimal es correcto, puesto que se puede leer hasta los milimetros y que el segundo
decimal constituye la primera cifra aproximada.

Toda medicion se expresa con las llamadas cifras significativas, las mismas que estan
formadas por todas las cifras correctas mas la primera cifra aproximada; por lo tanto, una
medida hecha con una regla graduada en centimetros no da lo mismo expresarla como 35 cm
gue como 35.0 cm, ya que, en el primer caso se entenderia que el 3 es la Unica cifra correcta y
el 5 la primera cifra aproximada; en cambio, en el segundo caso se entenderia que el 3y el 5
son cifras correctas y el cero, la primera cifra aproximada.

Cuando se hacen calculos con cantidades medidas, el nimero de cifras significativas del
resultado debe ser igual al numero de cifras significativas de la cantidad conocida con la
menor precision en el calculo. Por ejemplo, suponga que se ha medido la masa de tres cuerpos
A, By C, pero con precisiones diferentes, de tal manera que sus valores son:

ma =14.0kg mg =3.12 kg y m¢c =7.125 kg.
Si se quiere encontrar la masa total, se tendria que sumar:

(14.0 +3.12 + 7.125) kg = 24.2 kg.

La respuesta correcta seria 24.2 kg, puesto que la cantidad que se conoce con la menor
precision es la masa de A, que tiene solamente tres cifras significativas.
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CAPITULO 2

CINEMATICA

El movimiento mecanico de los cuerpos es el movimiento mas simple. Para entender
como se produce y mantiene un cuerpo en movimiento, se debe describirlo en forma
matematica. A la descripcion matematica del movimiento se denomina Cinematica.

La Cinematica estudia el movimiento de los cuerpos desde un punto de vista geométrico,
sin considerar las causas que lo modifican. En un principio, los cuerpos se van a considerar
como particulas.

2.1 EL MOVIMIENTO

El movimiento de una particula es el cambio de posicion de la misma, con respecto a un
sistema de referencia y en el transcurso del tiempo. Si no hay cambio de posicion se dice que
la particula esta en reposo con respecto al sistema de referencia.

Cuando las dimensiones del cuerpo son despreciables, en comparacion con las
dimensiones en las cuales se produce el movimiento, el cuerpo puede ser tratado como una
particula; es decir, como un punto geométrico. Por ejemplo, la Tierra en su movimiento
alrededor del Sol puede ser considerada como particula, no asi en su movimiento de rotacion
alrededor de su eje.
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2 CINEMATICA. Teoria

La descripcion del movimiento de una particula se realiza con respecto a un sistema de
referencia.

En matematica, un sistema de coordenadas esta constituido por uno, dos o tres ejes
orientados segun se quiera trabajar en una dimension (la recta), en dos dimensiones (el plano)
0 en tres dimensiones (el espacio), como se indica en la Fig. 2-1.

En fisica, un sistema de referencia (SR) esta constituido por un sistema de coordenadas
unido a un cuerpo. El cuerpo del SR generalmente es el laboratorio, pero también puede ser
una carretera, o un automovil estacionado o en movimiento. Si el cuerpo del SR esta en
reposo, el SR estd en reposo, y si el cuerpo del SR estd en movimiento, el SR se mueve
conjuntamente con él.

y

y A%, 2)

A(x,y)
o) X X y
y
@)
X
O X X z X

Figura 2-1. Sistemas de coordenadas

En un SR se hacen las mediciones de las cantidades fisicas que interesen; en el caso de la
cinematica se mediran directamente distancias y tiempos, e indirectamente velocidades y
aceleraciones. En general, una misma cantidad fisica, la velocidad por ejemplo, referente a un
mismo cuerpo pero medido en distintos SR va a dar valores diferentes. Las medidas de las
cantidades fisicas son, entonces, relativas a un SR.

La cinematica se desarrolla fundamentalmente a partir de las mediciones de la posicién
del cuerpo estudiado en funcion del tiempo.

La posicion de una particula se determina basicamente al medir distancias en un SR. Esta
cantidad informa donde esta la particula a un instante dado. Si la posicién de una particula se
mide en un SR dado, entonces el movimiento de la particula es relativo a ese SR.

Si se une con una linea continua las distintas posiciones que va ocupando la particula en
el transcurso del tiempo se obtiene la trayectoria de la particula. Si la linea es recta se dira
que el movimiento es rectilineo (MR) y si es curva, curvilineo; si la curva es una parabola o
una circunferencia, se hablard de un movimiento parabdlico (MP) o circular (MC),
respectivamente. Si se conoce cOmo cambia la posicion con el tiempo es muy facil encontrar
la ecuacion de la trayectoria.

Considere la siguiente situacion fisica: un automovil viaja por una carretera curva, como
la indicada en la Fig. 2-2, de modo que durante el primer dia viaja desde la ciudad A hasta la
B y en el segundo, desde la ciudad B hasta la C. El efecto neto del viaje durante los dos dias
es que partié desde la ciudad A y llegdé a la ciudad C. A los “efectos” de los viajes se
denominaran desplazamientos del automovil y se representaran con los segmentos dirigidos
de recta AB, BC y AC.
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trayectoria

Figura 2-2. La suma de los desplazamientos no se comporta como la suma
de las longitudes: AB + BC = AC, pero AB + BC = AC

Parece natural afirmar que el efecto neto del viaje durante los dos dias es igual al efecto
del viaje durante el primer dia més el efecto del viaje durante el segundo dia. Este resultado se
representa graficamente con el triangulo de segmentos dirigidos de recta de la Fig. 2-2, y
analiticamente con la expresion:

AB + BC = AC.

Es evidente que si se suman las longitudes de los segmentos dirigidos de recta se obtiene
la siguiente relacion:

AB + BC = AC

Por lo tanto, la suma de los desplazamientos no se comporta como la suma de las
longitudes, porque influye la direccion de los desplazamientos. Esto lleva a la necesidad de
definir unas nuevas cantidades.

En la fisica existen las cantidades escalares y las vectoriales. Las cantidades escalares
estan determinadas por su magnitud y se suman como los numeros ordinarios; ejemplos de
ellas son la longitud, la masa y el tiempo. Las cantidades vectoriales, a mas de la magnitud,
requieren de una direccion para su determinacion, y se suman como los desplazamientos;
ejemplos de ellas son la posicion, el desplazamiento ya visto, la velocidad, la aceleracion, la
fuerza, etc.

2.2 VECTORES

Para estudiar los vectores se los va a representar con un segmento dirigido de recta. La
magnitud y la direccion del vector estan representadas por la longitud y la direccion,
respectivamente, del segmento dirigido de recta.
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Formas de indicar la direccién de un vector

Un segmento dirigido de recta forma un &ngulo con cualquier recta de referencia. Con
este fin, es mas comodo escoger la direccion positiva del eje x (0 simplemente, el eje x +).
Entonces, la direccion del vector viene dado por el angulo @ que forma el vector con el eje
x +. El angulo @ puede ser positivo 0 negativo segin que el sentido de medicion del mismo
sea contrario o igual al avance de las manecillas de un reloj, respectivamente. Vea la Fig. 2-3.

HAxx 0 >0
¢] J <0 X

Figura 2-3 Representacion de un vector como segmento dirigido de recta

Al vector se lo designa por A, a su magnitud, A 0 |A|, con lo cual se puede representar al
vector en forma polar de la siguiente manera:

A= (A; On) (1-1)

Dos vectores son iguales si tienen igual magnitud y direccion. Esto implica que un vector
puede ser trasladado siempre que se conserve su magnitud y direccion.

Ejercicio Exprese en la forma A = (A; 6a) los vectores de la Fig. 2-4 (a).

20 O 405, X € ’
100u\l \;/ D
c
D 150 u

(a) (b)

Figura 2-4
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Si se trasladan los vectores de la Fig. 2-4 (a) al origen, como se indica en la Fig. 2-4 (b),
facilmente se encuentra que 6 = 40°, dg = 110°, 6c = 330° y 6p = 180°. La respuesta es:

A= (100u;6, =40°),B = (150u; 0, =110°) C = (100u; 6, =330°)y D = (150u;8, =180°)

Si los vectores se encuentran en un plano horizontal se pueden utilizar los puntos
cardinales para indicar su direccion geogréafica, como se indica en la Fig. 2-5.

Figura 2-5
A los vectores de la Fig. 2-5 se los escribe asi: A = (A; E), B=(B; N50°E), C=(C; N),
D=(D; NO), F=(F;0), G=(G;S60°0),H=(H;S)y I=(l; S70°E).

La direccion de un vector también se puede indicar con su unitario, un vector
adimensional de magnitud igual a la unidad.

Operaciones con vectores
Entre las operaciones vectoriales se tienen las siguientes:

a) suma de vectores A y B que da como resultado otro vector; y,
b) producto de un escalar m por un vector A, que es otro vector.

La sumay el producto tienen varias propiedades entre las cuales se tienen:

Propiedad conmutativa: A+ B=B + A

Propiedad asociativa: (A+B)+C=A+ (B +C)

Propiedad distributiva: m(A + B) = mA + mB; (m + n)A =mA + nA
Propiedad asociativa mixta: (mn) A= m(n A)

el AN S
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Suma de vectores

Para sumar vectores en forma grafica, se van colocando los vectores uno a continuacion
de otro de modo que el origen del segundo vector sumando coincida con el extremo del
primer vector, el origen del tercero, con el extremo del segundo, y asi sucesivamente. El
vector resultante es aquel cuyo origen coincide con el origen del primer vector y cuyo
extremo coincide con el extremo del Ultimo vector, como se indica en la Fig. 2-6.

y B y B

—_

0 @ x O (b) X

Figura 2-6 Suma de vectores. R=A+B +C

Este procedimiento, conocido como el método del poligono, permite encontrar la
solucion de manera gréafica. La longitud R del vector resultante, medida con una regla, y el
angulo &r, medido con un graduador, definen al vector R en forma polar:

R =(R; &)
El vector negativo de A, notado —A, es un vector tal que:

A+(-A)=0 (1-2)

donde 0 es el vector nulo.

(@) (b)

Figura 2-7 Resta de vectores: A—B = A + (-B)
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El vector —A es un vector de igual magnitud que el vector A pero de direccidn contraria.
La diferencia de los vectores A y B, notada A — B, se define como:

A-B=A+(-B) (1-3)

En la Fig. 2-7 se muestra la resta de vectores.

Producto de un escalar por un vector

El producto de un escalar m por un vector A es otro vector cuya magnitud es |m|A, donde
Im| es el valor absoluto de m, y cuya direccion es igual a la de A si m>0 y contraria si m<0,
como se puede ver en la Fig. 2-8.

y mA
sim>0

mA
A si m<0

0] X

Figura 2-8 Producto de escalar por vector

Composicion y descomposicion de vectores
Primero se veran los vectores en el plano xy antes de analizar en el espacio xyz. Dado un
vector A se puede descomponerlo en dos 0 mas vectores, que se llamaran componentes

vectoriales del vector. Componentes vectoriales de un vector A son todos los vectores que
sumados dan como resultado el vector A. Vea la Fig. 2-9.

C
D
A
E
B
F ~ X
) (c) (d)

(a) (b

Figura 2-9 Componentes vectoriales de un vector. (a) A =B + C + D,
bYA=E+F+G,(c)A=H+I,(dA=X+Y
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2 CINEMATICA. Teoria

Los vectoresB, CyD; E,FyG;Hel; Xy Y son
cada uno de los casos representados en la Fig. 2-9.

Componentes vectoriales de un vector

Existe un numero infinito de formas de descomponer un vector en dos, tres, etc. vectores
cualesquiera. Sin embargo, solo existe una forma de descomponer un vector A en dos
vectores de modo que el uno sea paralelo al eje x y el otro, al eje y. A estos vectores se los
Ilamaran componentes vectoriales rectangulares del vector A o, simplemente, componentes
vectoriales, que se denotaran como Ax y Ay y se obtendran al proyectar el vector sobre los

ejes x yy. Vea la Fig. 2-10.

las componentes vectoriales de A en

X

y
A
Ay 4
Ay
On n
Ax
o A

Figura 2-10 Componentes vectoriales Ax y Ay,
Xy eny del vector A, respectivamente

y componentes A, y Ay, en

Como se puede observar en la Fig. 2-10; se tiene que

A=Ax +Ay

Componentes de un vector

Las componentes rectangulares o, simplemente, componentes del vector A = (A; 6a) son

(1-4)

Axy Ay, que se muestran en la Fig. 2-10 y que se determinan asi:

Ay = A CcosOp

Ay =Asenda

A partir de la forma polar del vector A = (A; 6a) se obtiene un par ordenado (Ax, Ay)
unico, que define al vector A. Si del vector A se conocen sus componentes A, y Ay, se puede

encontrar su magnitud y direccion con las expresiones:

A=+ AC + AY?

On = arctan (Ay/ Ay)
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2.2 Vectores

La magnitud de un vector es siempre positiva, pero sus componentes A, y A, pueden ser
positivas, negativas o cero.
Vector unitario de un vector

Sea el vector A = (A; 6a). Se define el vector unitario del vector A, notado ua, como el
vector:

ua = (1/A) A (1-7)

De la expresion anterior se obtiene A = A ua que dice que el vector unitario de un vector
es su direccidn.

La magnitud de cualquier vector unitario, calculada con las expresiones ya definidas,
siempre vale 1 (adimensional).
Expresion de un vector A en términos de los vectores unitariosiy j

Las direcciones positivas de los ejes x y y, estan definidas por los vectores unitarios iy j,
respectivamente, como se puede ver en la Fig. 2-11.

0 [ X
Figura 2-11 Vectores unitarios i y j en las direcciones x + y y +, respectivamente
Anteriormente se dijo que el vector A es A = Ax + Ay. Entonces las componentes
vectoriales de A seran Ax = Axi Yy Ay =Ay j. Con lo cual se tiene que:
A=Axi +ij (1'8)

que es la expresion del vector A en funcion de sus componentes A, y Ay o, lo que es lo
mismo, en términos de los unitarios i y j.

Dados los vectores A = Asi+AyjyB =Byi+Byj, el vector S = A + B estara dado por:

S=(Ax+Byx) i+ (Ay+By)] (1-9)
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La operacidon anterior esta representada en la Fig. 2-12.
y

O AX BX
Sx

Figura 2-12 Suma de vectores: S= A+ B = (A, + B,) i + (A, + By)

Ademas, el vector unitario de un vector A estara dado por

ua =(Ax/A) I +(Ay/A)] (1-7)

Vector posicion de un punto con respecto a otro

La posicion de un punto A respecto a otro punto B (A y B podrian ser dos ciudades o dos
puntos en una ciudad) es una cantidad vectorial porque tiene una magnitud (la distancia entre
los dos puntos) y una direccion (que puede especificarse por medio de un angulo). Dicha
posicion puede representarse graficamente como se indica en la Fig. 2-13 (a). Un mismo
punto puede tener tantas posiciones como puntos de referencia se escojan; en la misma figura
se indica la posicion de A respecto B y la posicion de A respecto a C.

y y

Fea A B(Xz, Vo) P A(x1, y1)

ra
B Fac s

O / X @) X

(a) (b)
Figura 2-13 Vector posicién de un punto con respecto a otro y radio vector de un punto

Un punto de referencia especial es el punto de coordenadas O (0, 0), en cuyo caso el
vector posicion del punto A (X, y) con respecto a O (0, 0) toma el nombre de radio vector del
punto A, notado rp Yy sera:

rA=Xxi+y]j (1-10)
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Las coordenadas del punto A son las componentes del vector.

De acuerdo con la Fig. 2-13 (b), se tiene rg + rag = ra, de donde se deduce que:
Fag =ra—1rs (1-11a)

A partir de la Fig. 2-13 (a) demuestre que

as =rac—Trsic (1-11b)

Vectores en el espacio

En el espacio son validos todos los conceptos vistos para vectores en el plano. Cambia la
forma de indicar la direccién, se aumenta una componente y se afiade el vector unitario que da
la direccion positiva del eje z.

La direccion del vector A en el espacio se puede indicar con los angulos €y ¢ indicados
en la Fig. 2-14, donde OQ es la proyeccion del vector A en el plano xy.

y
A A
i N > P 0<6 <360°
s\
0 i 0<¢<180°
Az 0 X
=7
z L Q

Figura 2-14 Vector A en el espacio definido por su magnitud y los angulos 6 y ¢

Dado A = (A, 6, ¢), se pueden calcular sus componentes con las siguientes expresiones:
A, =0Qsend = Asengsend
A,=OPcos¢ = Acos¢
A =0Qcosd = Asen ¢ cosd

Si se llama k al vector unitario en la direccion z+, el vector A puede escribirse asi:

A=Axi+ij+Azk (1'8)
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Conocidas las componentes A, Ay y A, del vector A, se pueden calcular su magnitud y
su direccion (@y ¢) con las siguientes expresiones:

A= WA (162

f=arctan (Ax /A,)
¢ =arccos (Ay / A)

Tambien se puede indicar la direccion de un vector en el espacio con los angulos «, SY
que forma el vector con los ejes x+, y+ Yy z+, respectivamente, como se muestra en la
Fig. 2-15. A estos &ngulos se denomina &ngulos directores y a sus €0senos, COSenos
directores.

Al

O %

A /4 A X

z

Figura 2-15 Vector A en el espacio definido por su magnitud y los angulos directores a, 8 y
Dado el vector A = (A; «, f, ), se pueden calcular sus componentes con las siguientes
expresiones:
Ay=Acos a, Ay=Acos S, A, =Acosy

Conocidas las componentes Ay, Ay Y A;, los angulos directores estan definidos por las
siguientes expresiones:

a = arccos (A /A), B =arccos (Ay/A), y =arccos (A;/A)

Facilmente se pueden encontrar las siguientes expresiones para el vector unitario de un
vector A:

ua= (Ax/A) i+ Ay /A j+ (A IA) K (1-7)
Ua =COS axi+cos fj+cosyk
El vector A sera:

A= A(cos ai+cos fj+cos yk).
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Como ejercicio, el lector puede demostrar que:
1=cos® a + cos® B+ cos® y
Esta ecuacion permite calcular un angulo director, cuando se conocen los otros dos.

La suma de los vectores y el producto de un escalar por un vector en el espacio son
idénticas a las operaciones vistas con los vectores en el plano.

Producto de vectores
Hay dos formas de realizar el producto de vectores, el producto escalar o punto y el
producto vectorial o cruz.

Producto escalar o punto

El producto escalar o punto de dos vectores Ay B, que forman entre si un angulo 6,
notado por A - B, da como resultado una cantidad escalar que es igual a:

ABcos 4
Es decir, A - B =AB cos 6, donde 0° < < 180°.
El producto escalar tiene las siguientes propiedades:
1. Conmutativa: A-B=B-A
2. Distributiva:A-(B+C)=A-B+A-C

3. Asociativa mixta:m (A-B)=(m A) - B=A - (m B), donde m es un escalar

El lector puede demostrar facilmente las siguientes propiedades:

o | |:j-j:k-k:1
e i-j=j-k=k-i1=0
o SIA=Ai+A/J+A, KyB=Bxi+Byj+B;Kk,entonces A-B =ABy +ABy +

o A-A=A=A’+AL+A7
e Si Ay B sondistintos de cero y si A - B =0, entonces A y B son perpendiculares.

El producto punto permite encontrar el angulo entre dos vectores con la siguiente
expresion:

cosd =(A-B)/(AB) (1-12)
La proyeccion de un vector A sobre otro vector B, notada Ag, viene dada por

Ae= A-B/B=A-ug (1-13)
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El vector proyeccion de un vector A sobre un vector B, notado Ag, se calcula con la
expresion:

Ag=(A-B/B)ug=(A-B/B)B (1-14)
Producto vectorial o cruz
El producto vectorial o cruz de dos vectores da como resultado un tercer vector.

El producto cruz de los vectores A=A i+ Ay j+A, kyB=Byxi+Byj+B; kviene
dado por:
AxB=C,C=ABsenég,

donde: 0° < @ < 180°. El vector C es perpendicular tanto al vector A como al vector By su
direccion se define con la regla de la mano derecha, segun la cual los dedos recogidos siguen
la direccion desde A hacia B, y el pulgar apuntara en la direccion de A x B.

El producto cruz de dos vectores cumple con las siguientes propiedades:

1. Anticonmutativa: AxB = -B x A
2. Distributiva: Ax(B+C)=AxB+AxC
3. Distributiva mixta: m (A x B) =(m A) x B = A x (m B), donde m es un escalar

El lector puede demostrar facilmente las siguientes propiedades:

o ixi=jxj=kxk=0
o ixj=k, jxk=1i, kxi=]
e SIA=Aci+Ayj+A,kyB=Byi+Byj+B;Kk, entonces:

=

]
AXB:(Ay BZ_AZ By)i+(AZ BX_AX BZ)j+(AX By_Ay Bx)k: AX Ay
B, B,

w >

2.3 VECTOR VELOCIDAD

Una particula describe una trayectoria curva como la mostrada en la Fig. 2-16. Al instante
t, la particula se encuentra en P; y a ty, en P,. Sus posiciones son riy r;, respectivamente.
Como se ve, la posicion de la particula cambia en el transcurso del tiempo por lo cual se dice
que la particula estd en movimiento. La funcién vectorial r =f (t) indica como cambia la
posicion de la particula con el tiempo. EI cambio de posicion se conoce como desplazamiento
de la particula, que es una cantidad vectorial.

En la Fig. 2-16 puede verse que para el intervalo de tiempo At = t, — t; corresponde un
cambio de posicion medido por Ar = r, - ry, que es el desplazamiento de la particula entre t;
y to. Si se quiere encontrar la posicion de la particula al instante t,, se tendrd que: r;
=r;, +Ar;
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2.3 Vector velocidad

esto quiere decir que a la posicion inicial se suma el desplazamiento, para obtener la posicion
final.

En general, se cumple que la magnitud del desplazamiento es menor que la longitud de la
trayectoria y a lo sumo sera igual cuando la trayectoria sea una recta y no haya cambio en la
direccion del movimiento.

Velocidad media

Es la relacion entre el cambio en la posicion de una particula (desplazamiento) y el
intervalo de tiempo utilizado en realizar dicho cambio.

Ar

V. o=— 1-15

"= At (1-15)
La unidad de la velocidad en el SI es m/s y su dimensién es LT ™.

La cantidad 1/At es un escalar positivo por lo que el vector vy, tendra la misma direccion
que el vector desplazamiento, como se puede ver en la Fig. 2-16.

y
P, t1 trayectoria
Vim
r
r
P2, to
I
7
O X

Figura 2-16 Vector desplazamiento Ar y vector velocidad media v, =
Ar/At de una particula para el intervalo At =t, — t;

Cuando la particula experimenta desplazamientos iguales en intervalos de tiempo iguales,
la velocidad media es constante y se escribe v = Ar/At. En caso contrario, la velocidad cambia
con el tiempo.

Si la particula de la Fig. 2-16 parte al instante t; del punto P; y se mueve en linea recta
con velocidad constante igual a v, = Ar/At, entonces al instante t, llegard a P, igual que en la
realidad, cuando a t; parte del punto P, avanza por el arco P1P, con una velocidad variable
yllegaaP,, at,.

Velocidad instantanea

La velocidad media indica cbmo cambia la posicion para un intervalo de tiempo At. Se
necesita una cantidad que mida el cambio de posicion con el tiempo a un instante dado, es
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decir una cantidad instantanea. Esta cantidad es la velocidad instantanea, que en adelante se
llamaré solo velocidad.

Una particula se mueve a lo largo de la trayectoria curvilinea mostrada en la Fig.2-17.
Al instante t, se encuentra en el punto P. Se quiere calcular la velocidad instantanea al
tiempo t.

trayectoria .
trayectoria

P2, t

@ (b)

Figura 2-17 (a) El vector velocidad v al instante t se encuentra como el
limite de Ar/At cuando At tiende a cero (b) El vector velocidad v al instante t
es tangente a la trayectoria en dicho instante

A un instante t; =t + Aty, la particula se encuentra en el punto P1; para el intervalo
Aty =t; — t su desplazamiento es Ar; y su velocidad media, viny = Ari/At;, Vea la Fig. 2-17
(@). Si se disminuye el intervalo, de modo que At, < At;, y at, =t + At, la particula se
encuentra en P,; para el intervalo At, = t, — t su desplazamiento es Ar, y su velocidad
media, Vm2 = Ara/At,. Se continuara con el proceso hasta que At sea tan pequefio, como se
pueda imaginar. En el limite, cuando At tiende a 0, la cantidad media v, (para el intervalo
At) tiende a una cantidad instantanea v (para el tiempo t). Ademas, las cuerdas PP, PP, etc.
tienden a la tangente a la trayectoria en el punto P (al tiempo t). En otras palabras, en el
limite, cuando At tiende a 0, el vector v, tiende al vector v tangente a la trayectoria en el
punto P (al tiempo t) como se muestra en la Fig. 2-17 (b).

La velocidad instantanea, denotada con v, que tiene la particula en un instante dado o en
un punto de la trayectoria, es un vector tangente a la misma en el punto de analisis y
matematicamente, es el limite cuando At — 0 de la relacion Ar/At, asi:

v = lim Ar (1-16)
At—0 At

A la magnitud de la velocidad se denomina rapidez, y cuando la particula se mueve en el
plano xy, esta dada por:

v=[Vi +V] (1-6a)
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2.3 Vector velocidad

La velocidad es relativa a un SR, es decir una particula puede tener tantas velocidades
como SRs sean usados para su medicion. Asi por ejemplo, la vag representa la velocidad de
una particula A, medida o "vista" desde el cuerpo B, que se ha tomado como SR.

Si el cuerpo B esta en reposo respecto a tierra, se dice que la velocidad vag esta definida con
respecto a tierra y se puede representar por vasr 0 simplemente por va. En este caso se dice
gue va es lavelocidad "absoluta” de A.

Ley de composicion de las velocidades

Sean las particulas A y B que se mueven con las velocidades va y Vg respectivamente,
por las trayectorias mostradas en la Fig. 2-18 (a). Al instante t las particulas se encuentran en
los puntos A y B mostrados en la misma figura ¢ Cual es la velocidad de A con respecto a B?

Aty

Va
I'p2/B2 Va

Ba, o 4\,8

/ B1, t1 i3
o) / X
(a) (b)

Figura 2-18 Ley de composicion de las velocidades

At

Sea el SR x’y’ (unido al cuerpo B), en el cual se miden las posiciones y las velocidades
de A con respecto a B.

Atz Ty s, =T, ~Ts,
Atl. rAllBl = rA1 _rB1
Para At=t, -t Ar,,; =Ar, —Arg
ipli Ar Ar, Ar
Multiplicando por i: AB _ A _TTB
At At At At
En el limite, cuando At -0

VaB =Va— Vs (1-17a)
En esta expresion v €s la velocidad de la particula A medida en un sistema de referencia
unido al cuerpo B; y, va y Vg son las velocidades de A y B medidas en el sistema xy, unido a
tierra.

A esta ecuacion se conoce con el nombre de ley de composicion de las velocidades o,
también, de las velocidades relativas. Vea la Fig. 2-18 (b)
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La Ec. (1-17a) se puede expresar de una manera mas general para tres particulas en
movimiento:
Vag = Vaic —Vesric (1-17b)

donde vac Yy Veic son las velocidades de A y B medidas en un sistema de referencia unido al
cuerpo C. Si la particula C esta fija con respecto a tierra se tendrd que Vac = Var =Va Y que
Ve/ic = VgT = Vg, donde T es tierra.

La ecuacion de las velocidades relativas, Ec. (1-17b), es valida para velocidades
constantes o variables, siempre que las velocidades estén definidas para el mismo instante.

2.4 ACELERACION

Anteriormente se analizé el cambio de la posicion con el tiempo y se definio la velocidad.
En esta seccion se analizara el cambio de la velocidad con el tiempo y se definira la
aceleracion.

La velocidad es un vector tangente a la trayectoria. En general, cuando la trayectoria es
rectilinea la velocidad puede cambiar solo en magnitud. Cuando la trayectoria es curvilinea, la
velocidad cambia continuamente de direccién y, ademds, puede cambiar también en
magnitud. Por lo tanto, en el caso mas general, la velocidad puede cambiar en magnitud y
direccion.

Sea una particula que se mueve por la trayectoria curvilinea de la Fig. 2-19 (a), tal que al
instante t; tiene una velocidad v; y al instante t,, una velocidad v,.

y

Vi trayectoria

Pll tl P t
2y 2
\£ am \£:
r

AV
ra
-V

(@) (b)

Figura 2-19 Vector de cambio de velocidad Av y vector aceleracion
media ay = Av/At de una particula, para el intervalo At =t, — t;

Para el intervalo de tiempo At = t, — ty, la particula tiene un cambio de velocidad dado
por
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2.3 Vector velocidad

AV =Vy—V;

Aceleraciéon media

Es la relacion entre el cambio de la velocidad de la particula y el intervalo de tiempo
empleado en dicho cambio.

am =Av/ At (1-18)
La unidad de la aceleracion en el SI es m/s?. La dimension de la aceleracion es LT2.

Como At es siempre positivo, la direccion de an, serd la misma que la del cambio de
velocidad, Av. Vea la Fig. 2-19 (b).

Aceleracién instantanea

La aceleracion media informa como cambia la velocidad en un intervalo de tiempo At, en
cambio la aceleracion instantanea a, que de aqui en adelante se Ilamara solo aceleracion,
indica como cambia la velocidad en cada instante. Esta cantidad se obtiene al considerar que
At tiende a cero, con lo cual se define asi:

a=lim2Y (1-19)
At—0 At

Vi trayectoria

Y

Figura 2-20 Los vectores posicion r, velocidad v y aceleracion a describen
el movimiento de una particula

En la Fig. 2-20 se representan las tres cantidades fisicas r, v y a para los instantes t;, t, y
t para un movimiento general de una particula.
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Componentes tangencial y normal de la aceleracion

El vector aceleracion se puede descomponer en la direccion de la velocidad (direccién
tangencial) y en la direccién perpendicular a la velocidad (direccion normal). La particula de
la Fig. 2-21, que sigue la trayectoria curvilinea sefialada, al instante t; tiene una velocidad v,
y al instante t,, una velocidad v,. Como se ve, la velocidad ha cambiado simultdneamente
tanto en magnitud como en direccion.

y trayectoria
Vi P2, t2 V2
P1, t1

V
2 AV -V

Figura 2-21 La velocidad v puede cambiar en magnitud y/o en direccion

Para analizar de manera mas simple el movimiento general de la particula indicada en la
Fig. 2-22, en el punto P, al instante t, se dibujan los ejes orientados tangencial y normal,
notados T y N, de modo que la direccion positiva del eje T sea igual a la de la velocidad v y la
direccién positiva del eje N sea hacia la parte concava de la trayectoria; los ejes T y N son
perpendiculares.

trayectoria

0] X

Figura 2-22 Componentes tangencial y normal de la aceleracién a

Si se aplica el concepto de componentes de un vector, se escriben directamente las
siguientes relaciones:
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2.4 Aceleracion

V=Vr =VUr (1-20a)
a=ar+ay=arur+ayuy (1-20b)

donde las letras T y N, en los subindices, sefialan las componentes tangencial y normal de la
velocidad y la aceleracion. Los vectores ur y uy son los vectores unitarios tangencial y
normal, respectivamente, que cambian con el tiempo. La aceleracion tangencial es la
responsable del cambio de la magnitud de la velocidad (rapidez) en el tiempo. La aceleracién
normal, por su parte, es responsable del cambio de la direccion de la velocidad en el tiempo.

La velocidad v, por ser tangencial a la trayectoria, tiene solamente una componente, la
tangencial; ademas, se tiene que ur = uy,. Si @ es el angulo entre la velocidad v y la
aceleracién a se tiene que

ar=acos ¢ (1-21a)

ay=asend (1-21b)

Clasificacion del movimiento

En el movimiento rectilineo, la direccion de la velocidad no cambia por lo que la
componente normal de la aceleracion es cero. Cuando esta componente es diferente de cero,
la trayectoria es curvilinea.

Para cualquier tipo de trayectoria, si la rapidez de la particula permanece constante
(at =0) el movimiento es uniforme; cuando la rapidez cambia uniformemente con el tiempo,
(at = constante = 0) el movimiento es uniformemente variado; si el cambio no es uniforme
con el tiempo (at # constante) el movimiento es variado.

Un movimiento uniformemente variado o variado puede ser acelerado si su rapidez
aumenta y retardado, si su rapidez disminuye; o, lo que es lo mismo, es acelerado cuando los
vectores velocidad y aceleracion tangencial estdn en la misma direccion y es retardado, si
estan en direccion contraria.

Se deja como ejercicio para el lector que indique las condiciones que deben cumplir la
aceleracion, la aceleracion tangencial o la aceleracion normal de una particula que se mueve
con movimiento rectilineo uniforme (MRU), movimiento rectilineo uniformemente variado

(MRUV), movimiento parabdlico (MP), movimiento circular uniforme (MCU) y movimiento
circular uniformemente variado (MCUV).

2.5 MOVIMIENTO RECTILINEO

El movimiento general de una particula se describe por medio de las siguientes
ecuaciones de la posicion r, la velocidad v y la aceleracién a en funcion del tiempo:

r="f(t) (1-22q)
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v=g(t) (1-22b)

a=h () (1-22c)
En el caso general, en el cual el movimiento es a lo largo de una trayectoria en el espacio,
a las ecuaciones vectoriales anteriores les corresponden las siguientes ecuaciones:

x =fi(t); y="f@®);, z="~1(@1 (1-233)
Ve = g1(t); vy =02 (1); v.= g3(t) (1-23b)
ay = hy(t); a, = hy(t); a,= ha(t) (1-23c)

Los graficos de las dltimas ecuaciones también son muy Utiles para la descripcion del
movimiento.

Si la particula se mueve a lo largo del eje x las ecuaciones que describen su movimiento
son:

x = f(t) (1-23a)
Vx = g (t) (1-23b)
ax = h(t) (1-23c)

A continuacion se analizan los gréaficos x contra t, vy contraty ay contra t.

Grafico posicion contra tiempo

Para analizar el movimiento de un cuerpo, que se mueve en linea recta, se miden
distancias y tiempos. Primero se necesita elegir un sistema de referencia: un eje ligado a la
trayectoria rectilinea, por ejemplo el eje x y el origen O de este eje. Si se miden las distancias
desde el origen O hasta la posicion en la que se encuentra la particula, en los diferentes
instantes, se puede elaborar una tabla de posiciones en funcién del tiempo. Estos puntos
representados en un grafico posicion contra tiempo permiten obtener el grafico x contra t,
como el de la Fig. 2-23.

La pendiente m de la cuerda de la Fig. 2-23 es (x3 — X1) / (t3 — t1)= Ax/At y representa la
velocidad media en ese intervalo de tiempo. La pendiente de la tangente a la curva en el punto
sefialado para el instante t; es m; y su valor representa la velocidad en ese instante, que
equivale al limite cuando At tiende a cero.

En forma general, la pendiente de la cuerda que une dos puntos del grafico x contra t
representa la velocidad media de la particula, en el intervalo de tiempo analizado. La
pendiente de la tangente a esta curva, en cualquier punto, representa la velocidad instantanea
de la particula en el instante analizado.
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2.5 Movimiento rectilineo

Al observar la Fig. 2-23, se puede ver que la pendiente de la cuerda es mayor a la de la
tangente a la curva; es decir m > my, lo que significa que la velocidad media en el intervalo
considerado es mayor que la velocidad en el instante inicial de ese intervalo.

Las pendientes de las tangentes a la curva en los instantes t, y t3 dan los valores de las
velocidades vy, Y Vi3 de la particula en esos instantes. Como se ve en el gréafico, la pendiente
aumenta con el transcurso del tiempo, en consecuencia la velocidad aumenta.

X
X3
m
1
X2 /
X1
0 tt b ts t

Figura 2-23 La velocidad media v;,, como pendiente de la cuerda para un
intervalo At y la velocidad instantanea v, como pendiente de la tangente al
instante t en el grafico x contra t

En el intervalo de t; a t3 la pendiente de la tangente y, por lo tanto, la velocidad vy cambia
con el tiempo. Sin embargo, la velocidad media vy para el mismo intervalo es Unica, y
representa justamente un valor medio. Obsérvese que en algun instante entre t; y t3 va a
existir una recta tangente paralela a la cuerda y, en consecuencia, solo en ese instante la
velocidad vy coincide con la velocidad media V.

Cuando el gréafico x contra t es una linea recta, la pendiente de la cuerda para cualquier
intervalo de tiempo seria la misma, como también lo es la pendiente de la tangente a la curva
para cualquier instante; esto significa que la velocidad v es igual a la velocidad media vy, €s
decir, que la velocidad vy es constante.

Grafico velocidad contra tiempo

Con las pendientes de las tangentes trazadas a diferentes instantes en un grafico x contra
t, se puede hacer una tabla de la velocidad en funcién del tiempo. Estos puntos representados
en un grafico vy contra t, permiten obtener una curva como la indicada en la Fig. 2-24.

La pendiente m de la cuerda de la Fig. 2-24 es Avy /At y representa la aceleracion media
de la particula para el intervalo de tiempo At = t3 —t;. La pendiente de la tangente a la curva
en el instante t; es my, y su valor es el limite cuando At tiende a cero en la relacion Avy /At;
dicho valor es la aceleracion ay que tiene el cuerpo al instante t;.
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Al observar la Fig. 2-24, se ve que la pendiente de la tangente a la curva es mayor que la
pendiente de la cuerda; es decir my > m, lo que significa que la aceleracién al instante inicial
del intervalo es mayor que la aceleracion media en el intervalo considerado.

Vx
Vx3

/ .
m
Vx2

wl ¢~

0 t; t t3 t

Figura 2-24 La aceleracién media a,, como pendiente de la cuerda para un
intervalo At y la aceleracion instantanea v, como pendiente de la tangente al
instante t, en el grafico x contra t

Las pendientes de las tangentes a la curva en los instantes t, y t3 definen las
aceleraciones de la particula, en esos instantes. Como se ve en el grafico la pendiente
disminuye con el transcurso del tiempo, en consecuencia la aceleracion disminuye.

En el intervalo de t; a t3 la pendiente de la tangente y, por lo tanto, la aceleracion ay
cambia con el tiempo. Sin embargo la aceleracion media anx para el mismo intervalo es Gnica
y representa justamente un valor medio. Obsérvese que en algun instante entre t; y t3 va a
existir una recta tangente paralela a la cuerda y en consecuencia, solo en ese instante la
aceleracion ay coincide con la aceleracion apy.

En el caso en el cual el grafico vk contra t es una linea recta, la pendiente de la cuerda
para cualquier intervalo de tiempo seria la misma como también lo es la pendiente de la
tangente a la curva para cualquier instante; esto significa que la aceleracion ay es igual a la
aceleracion media any, €s decir, que la aceleracion a, es constante.

Ademas, en este gréafico el area comprendida entre la curva, el eje del tiempo y las rectas
t=1t; yt=t, representa el desplazamiento que realiza la particula en el intervalo de tiempo
considerado. Las areas que estdn sobre el eje del tiempo representan desplazamientos
positivos y las que estan bajo el eje, desplazamientos negativos.

Para encontrar la distancia recorrida por la particula sobre la trayectoria en un At, se
deben sumar las magnitudes de los desplazamientos parciales.

Cuando el grafico vk contra t es una linea recta, el area bajo la recta se calcula con el
empleo de formulas geométricas; pero si el grafico es una curva como la de la Fig. 2-25, el
area debera ser dividida en varios rectangulos, cuyas bases sean iguales a At. Mientras el area
se divida en un mayor numero de rectangulos, el célculo del area tendra menos error.
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2.5 Movimiento rectilineo

Para calcular el area exacta con este procedimiento, el nimero de rectangulos debera ser
infinito. Esto se lograria cuando At tiende a cero, con lo que se tendria que sumar un infinito
namero de areas. Mediante el calculo integral se podra encontrar el area en un solo paso, sin

estos inconvenientes.
—

Vx 44

/]

0 h Sl le B t
At

Figura 2-25 El area bajo la curva v, contra t para un intervalo At es igual al
desplazamiento Ax para el intervalo

Grafico aceleracion contra tiempo

Con las pendientes de las tangentes trazadas a diferentes instantes en un grafico vy contra
t, se puede hacer una tabla de la aceleracion en funcion del tiempo. Estos puntos
representados en un grafico ay contra t, permiten obtener una curva como la indicada en la
Fig. 2-26.

ax

Avy

Figura 2-26 El area bajo la curva a, contra t para un intervalo At es igual al
cambio de velocidad Av, para el intervalo

La pendiente de la tangente a la curva en este grafico no tiene un significado fisico. Pero
el area comprendida entre la curva a, contra t el eje del tiempo y lasrectast=t; y t =1t
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2 CINEMATICA. Teoria

representa el cambio de la velocidad Avy que experimenta la particula en el intervalo de
tiempo At =t —t;.

A partir del grafico x contra t del movimiento de una particula, siguiendo el
procedimiento de calcular pendientes de rectas tangentes, se pueden hacer los graficos vy
contraty ay contra t que en conjunto describen completamente el movimiento.

De manera similar, si se conoce el grafico a, contraty los valores de la velocidad vy y la
posicion x a cierto instante y siguiendo el procedimiento de calcular areas bajo las curvas se
pueden hacer los otros dos graficos vy contraty x contra t.

Si a la trayectoria rectilinea de la particula se ligan los ejes y 6 z se tendrian los graficos y
contra t 6 z contra t, los graficos vy contra t 6 v, contra t, y también los gréaficos a, contra t ¢
a; contra t.

Si la particula se mueve en un plano, por ejemplo el plano xy, por una trayectoria
rectilinea o curvilinea, entonces se tienen dos gréficos para la posicion (x contratyy contra t),
dos para la velocidad (vy contra t y vy contra t), y dos para la aceleracion (ay contra t y ay
contrat).

Movimiento rectilineo uniformemente variado

Es un movimiento de las siguientes caracteristicas:

a) trayectoria rectilinea — u, =cte=ay =0 —
—> v=cte,a=cte

b) la magnitud de la velocidad cambia = ar=cte#0——
uniformemente

Ahora se estudiara el caso de una particula que se mueve a lo largo del eje x con
aceleracion a, = cte, y que al tiempo inicial ty tiene una posicion inicial xo y una velocidad
inicial vyo. El tiempo inicial to puede ser cualquiera, pero generalmente es cero.

El gréafico ax contra t serd uno como el mostrado en la Fig. 2-27.

*/

AV,

Figura 2-27 El area bajo la curva a, contra t en el MRUV (a, = cte) es igual a Avy = ay At
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2.5 Movimiento rectilineo

El area bajo la curva ax contra t, desde el tiempo inicial to hasta un tiempo cualquiera t,
viene dada por

AVy = ay At
De donde:

Vyt — Vxo = ax (t = to)
donde vy es la velocidad al tiempo t. Finalmente se tiene:

Vxt = Vxo + ax (t—to) (1-23b)
que es la ecuacion de la velocidad vy en funcién del tiempo t para el MRUV.

El gréafico de v, contra t es una recta como la de la Fig. 2-28.

Vx

Vit

Vxt = Vxo
Vxo

@) to t t

Figura 2-28 El area bajo la curva v, contra t en el MRUV (ay = cte) es igual
a la suma de las &reas de un rectdngulo y un tridngulo: Ax = vy, (t—to) + %
(V= Vo) (t=1o)

El &rea bajo la curva para el intervalo At =t — to corresponde, en este caso, al area de un
trapecio que se lo puede descomponer en un rectangulo de area vy (t — to) y un tridngulo de
area (1/2) (vx — Vxo) (t — to). Por otro lado, el area bajo la curva es igual al desplazamiento
AX = X¢— Xo. Asi pues, se puede escribir:

AX = Xt— Xo = Vxo (t—to) + % (Vxt — Vo) (t —to)
Ademas, si se reemplaza

Vie = Vo = ax(t_to)

en la ecuacion anterior y, después de despejar X¢, se obtiene la ecuacién de la posicion x en
funcién del tiempo t:
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X, =X, +Vo(t—t)+1a,(t-t,)° (1-23a)

Como ejercicio, el lector puede demostrar que para una particula con aceleracion ay
constante la ecuacién que se obtiene de despejar (t — to) de la ecuacion de la posicion y
reemplazar en la ecuacion de la velocidad es:

Vi = Vyo? + 2 ax (X = Xo) (1-23d)
Si el tiempo inicial to vale cero las ecuaciones del MRUV son:

X=F(t): X =Xo + Vot + Yoa,t? (1-23a)

Vx =g (1): Ve = Vxo + axt (1-23b)

ay =h(t): ax=cte (1-23c)

V=1 (X): V2=V +2a,(X—X,) (1-23d)

Las ecuaciones vectoriales del MRUV son:

r=f(): ri=ro+vet+%at (1-22a)
v=g(t): vi=vptat (1-22b)
a=h(t): a=cte (1-22c)

Un ejemplo de gréficos X, vy y ax contra t para el MRUYV se indica en la Fig. 2-29.

X VX ax

0 ty tg\t 0 ty bt O ty ty

Figura 2-29 Un ejemplo de los gréaficos x, vy y a, contra t para el MRUV

Movimiento rectilineo uniforme

Es un movimiento de las siguientes caracteristicas:

(a) trayectoria rectilinea — u, =cte=>ay =0 —
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2.5 Movimiento rectilineo

v=cte,a=0
(b) la magnitud de la velocidad constante = ar =0

En el caso de una particula que se mueve a lo largo del eje x con velocidad vx = cte, y
que al tiempo inicial to tiene una posicién inicial xo sus ecuaciones se las obtiene como caso
particular del MRUV cuando ay = 0, y son:

x=F(): X =Xo + vyt (1-23a)
Vx =g (t): vy =cte (1-23b)

Las ecuaciones vectoriales del MRU son:

r=f(): ri=rp+vt (1-22a)
v=g(t): v=cte (1-22b)
a=h(): a=0 (1-22c)

Un ejemplo de los gréficos x, vy y ax contra t del MRU se muestra en la Fig. 2-30

X Vx dy

Figura 2-30 Un ejemplo de los graficos x, vy y a, contra t para el MRU

Caida libre

Es el movimiento que describe un cuerpo, cuando estd sometido exclusivamente a la
aceleracién de la gravedad (es decir la resistencia del aire es despreciable), la misma que,
cuando se trabaja con alturas relativamente pequefias comparadas con el radio de la tierra, se
puede considerar aproximadamente constante e igual a 9,8 m/s2.

Cuando se trata de un movimiento vertical (a lo largo del eje y) y la aceleracion
constante, se pueden utilizar exactamente las mismas ecuaciones que se desarrollaron
anteriormente para movimientos con aceleracion constante, o sea:

y=f@®): yr =yo + vypt+ % a,t (1-233)

vy = g(t): vye= vy + ayt (1-23b)
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ay=h(t):ay =-9,8m/s?2 ~—10 m/s? (1-23c)

vy =1 (y): vw2=vy2+2ay Ay (1-23d)
En este tipo de movimiento se acostumbra definir algunas otras variables especificas que
son:

e Tiempo de subida (ts): es el tiempo que demora un cuerpo que se lanza verticalmente
hacia arriba, en llegar al punto mas alto. Para calcular este tiempo no es necesario
desarrollar otra formula, basta considerar que para que el cuerpo llegue al punto mas alto
vy =0.

e Altura maxima (ym): es la maxima altura hasta la que puede llegar un cuerpo que es
lanzado verticalmente hacia arriba. Para calcular esta altura basta considerar también que
para que llegue al punto mas alto es necesario que su vy = 0.

e Tiempo de vuelo (t,): es el tiempo que permanece el cuerpo en movimiento. Desde que es
lanzado, hasta cuando regresa al nivel del lanzamiento. Este tiempo no siempre es igual al
doble del tiempo de subida

2.6 MOVIMIENTO PARABOLICO

Para que una particula describa un movimiento parabolico se deben cumplir las siguientes
condiciones:
1. Que la particula se mueva en una region donde el vector aceleracion sea constante, y
2. Que la particula tenga una velocidad inicial diferente de cero y que no forme ni 0°ni
180 ¢ con la aceleracion antes mencionada.

Asi pues, el movimiento de una particula con velocidad inicial vo y sujeta a una
aceleracién constante a se describe con las siguientes ecuaciones:

r=f(t): ri=ro+vot+%at’ (1-22a)
v=g(t): vi=vptat (1-22b)

Un caso particular de movimiento parabodlico es el tiro de proyectiles, en el cual se puede
tomar al vector aceleracion de la gravedad g como si fuera constante, siempre y cuando a) el
proyectil no alcance alturas demasiado grandes, pues, como se sabe, el valor de g disminuye
con la altura, b) el proyectil no recorra distancias horizontales muy extensas, pues de lo
contrario, debido a la curvatura de la superficie terrestre, la direccion de g ya no permanece
constante.

Bajo los supuestos anteriores, y si se desprecia el rozamiento con el aire, el movimiento
de un proyectil puede ser analizado como la superposicion de dos movimientos: un
movimiento horizontal uniforme (en la direccion del eje x), y un movimiento vertical
uniformemente variado (en la direccién del eje y), retardado mientras sube el proyectil y
acelerado mientras baja. Las ecuaciones correspondientes son:

x=F(): X = vyt, Vyx =VpCOS 6 (1-23a)

y=g(t): y= vypot+¥%gt? vy =vosen b (1-23a)
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2.7 Movimiento circular

vy=h(t): vy = vy +gt (1-23b)

vy = 1(y): w2 =Vl +2gAy (1-23d)
El tiro de proyectiles es un movimiento en caida libre, pues solo actla la aceleracion de la
gravedad en la direccion vertical (eje y), como se indica en la Fig. 2-31.

y
Vo a=g=cte
&
ol Yo X

Figura 2-31 Movimiento parabélico

Si utiliza las expresiones anotadas, el lector puede calcular facilmente las siguientes
cantidades:
e Altura méxima (ym)
e Tiempo de subida (ts)
e Tiempo de vuelo (t,)
Alcance (x): distancia que recorre el proyectil en el tiempo de vuelo,
Alcance maximo (Xn): maxima distancia horizontal que puede recorrer el proyectil,
disparado con un angulo de tiro de 45° sobre la horizontal,
Ecuacion de la trayectoria: Es la ecuacion y = f (x), se obtiene al combinar las
ecuaciones x = f () ey = f (t), en las cuales xo = yo = 0 si se coloca el origen de
coordenadas en el punto de lanzamiento, de manera que se elimina el parametro t.

2.7 MOVIMIENTOS ANGULAR Y CIRCULAR

Descripcion del movimiento angular de un segmento de recta

Se estudiara el movimiento de un segmento de recta sobre un plano dado. La posicion del
segmento de recta viene dada por el angulo que forma con alguna recta de referencia y que se
Ilamarad posicion angular. Por esa razon se dird que el segmento de recta describe un
movimiento angular si su posicidn angular cambia con el tiempo.

Las siguientes cantidades describen el movimiento angular de un segmento de recta.
posicion angular a un instante t, & (rad),

desplazamiento angular para un intervalo At =t, —t;, A8 (rad),

velocidad angular media para una intervalo At, oy, = A6 /At (rad/s),

. . , . A
velocidad angular instantanea, o = AItlm0 Af (rad/s),

cambio de velocidad angular para un intervalo At, Aw = w, — w;, (rad/s),
aceleracion angular media para un intervalo At, am = Aw /At (rad/s®) y
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., . , . Aw
aceleracion angular instantanea, « = lim At (rad/s?).
At—0

El vector posicion r de una particula que describe un movimiento circular (MC) puede
ser visto como un segmento de recta que describe un movimiento angular que puede ser
descrito con las variables angulares 8, @y «, como se muestra en la Fig. 2-32.

| =
y2 r Sa}l

AO
AN

I

Figura 2-32 ElI MC de una particula descrito con las variables angulares 6, oy «

La posicion de un punto en coordenadas polares viene dada por la distancia r del punto al

origen del plano xy y el angulo & que forma el segmento que va desde el origen O al punto
con el eje x.

En un movimiento general r y & cambian con el tiempo. En el MC, vy si el origen de
coordenadas O se hace coincidir con el centro de la trayectoria, r es constante e igual al radio
R de la misma. En ese caso, la descripcion del movimiento se restringe a la ecuacion 6 = f (t)
y las ecuaciones vinculadas con ella: @ =g (t) y a=h (t).

El significado de los signos de las variables 6, @y « es el siguiente:

6 >0: @ se mide en sentido contrario al avance de las manecillas del reloj,

6 <0: € se mide en el sentido del avance de las manecillas del reloj,

@ > 0: la particula gira en sentido contrario al avance de las manecillas del reloj,
® < 0: la particula gira en el sentido del avance de las manecillas del reloj,
a>0yw>0,0a<0y w<O0: laparticula tiene movimiento acelerado y
a>0y w<0,0a<0y w>0: laparticula tiene movimiento retardado.

Clasificacion del MC de una particula segun el valor de su aceleracion angular «
e (=cte:
e a=0:MCU

e diferente de 0: MCUV
e o diferente de cte: MCV
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2.7 Movimiento circular

Ecuaciones con las variables angulares para el MCUV de una particula

La deduccion de las ecuaciones con las variables angulares para el MCUV de una
particula es similar a la que se hizo para el MRUV.

0=Ff@): 6 =06 +wt+1R2at? (1-23a)
o=g@{): o=wy)+at (1-23b)
a=h({): a=cte (1-23c)
o=1(0: &=w+2aA0 (1-23d)

En el caso particular del MCU, la aceleracion angular es cero por lo que las ecuaciones
con variables angulares son:

0=1t): 6= 6 + ot (1-23a)
w=g(t): o=cte (1-23b)
a=h({): a=0 (1-23c)

Los graficos de las ecuaciones angulares y los significados de las pendientes y las areas
bajo las curvas, en los casos pertinentes, son analogos a los del movimiento rectilineo.

La aceleracion aen el MCU

La particula mostrada en la Fig. 2-33 describe un MCU. La particula se encuentra en el
punto P4, al tiempo t;, con una velocidad v, y al instante t, en el punto P,, con una velocidad
Vo, como se indica en la Fig. 2-33. Si se quiere encontrar la aceleracion instantanea a, al
tiempo t; (en el punto P), se partira de la aceleracién media an, = AV/At, y se considerara que
At tiende a cero y, en el limite, se obtendra la aceleracion instantanea.

V2
Pa, o

V2

Av ¥ —V1
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Figura 2-33 La aceleracién a en el MCU esta dirigida hacia el centro de la trayectoria: a = ay
Se demostrara que la aceleracién a en el MCU tiene solo la componente normal ay; es decir
que, a = ay. Lo cual es equivalente a demostrar que el vector a esta dirigido hacia el centro de
la circunferencia y como en el MC el eje normal N coincide siempre con un radio, se tendra
que a = an. Ademas, se hallara la magnitud de la aceleracion ay.

Para determinar esta magnitud, como ya se dijo, si se considera un At = t, — t; pequefio,
el punto P, se acerca al punto Py y el arco As se aproxima a la cuerda P1P, = |Ar|. Es decir, si
At — 0, As ~ |Ar|. Se puede ver que en la Fig. 2-33 se forman dos tridngulos isdsceles
semejantes, por lo cual se plantea que:

|Ar|/R= Av/v,
de donde
Av = (VIR) |Ar]|

Por la definicion de aceleracion media se sabe que an, = Av / At y si en ésta se reemplaza la
igualdad anterior se tiene:

v |a
a,=—
R At

Debido a que la aceleracion instantanea es el limite cuando At — 0 de la aceleracion media,
se tiene:

Por lo tanto,
ay = — (1-24)

Ahora se vera qué direccion tiene esta aceleracion. Cuando At tiende a cero, el punto P,
se aproxima mucho al punto P; por lo que A@ también tendera a cero, bajo estas condiciones
y segun se observa en la Fig. 2-33 se puede concluir que Av y por ende a sera perpendicular a
v, en el punto P;. Por consiguiente a esta dirigida hacia el centro de la circunferencia y como
en el movimiento circular el eje normal coincide siempre con el radio se tiene que a = ay.

A pesar de que esta deduccion fue hecha para el MCU, la expresion ay = V¥R es vélida
para cualquier movimiento circular.

Vectores velocidad y aceleracion angulares

Las cantidades velocidad y aceleracion angulares tienen una direccion de acuerdo con el
sentido del avance de las manecillas del reloj o contrario al avance de las manecillas del reloj,
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2.7 Movimiento circular

con lo cual se puede hablar de los vectores velocidad angular @ y aceleracion angular a,, tal
como se muestra en la Fig. 2-34.

YA y

- -

Figura 2-34 Vectores velocidad angular @ y aceleracién angular a.

Relacion entre las variables lineales y angulares

Si los dos tipos de variables, lineales y angulares, describen el MC de la misma particula,
tal como se ve en la Fig. 2-35, entonces, debe haber una relacion entre ellas.

y
A

o

® 1 a
I\~ /V

I\ X

an ar
r
YA

Figura 2-35 El MC de una particula descrito con las variables r, vy a,
y las variables angulares 6, ® y o

Si la posicion angular 6 esta expresada en radianes se puede escribir la siguiente relacion
fundamental:

s=60R (1-25)

donde s es el arco subtendido por el angulo 6. A partir de esta relacion se obtienen las
siguientes relaciones:
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AS=A0 R, As=|Ar|siAt—0, |Ar| = A6 R
Ar
A _ a0
At At
En el limite, cuando At tiende a cero:

v=wR (1-26a)
De manera similar:
AV A
Av_ Ao g
At At
En el limite, cuando At tiende a cero:

AV =AwR;

ar=aR (1-27a)
Ademas, para la aceleracion normal se puede escribir:

2
a, =VR=a)2R=wv (1-28a)

Asi, pues, la relacion en forma escalar entre las variables angulares y las lineales que
describen el MC de una particula viene dada por las ecuaciones:

s=0R (1-25)
v=owR 1-26a

( )
ar=aR (1-27a)
an = &’ R (1-28a)
a=(+ o)?R (1-29a)

donde todas las cantidades son para un instante dado.

Se puede ver en la Fig. 2-35 que las siguientes expresiones relacionan en forma vectorial
las variables lineales r, v, ar, ay y a con las variables angulares o y a:

V= @xr (1-26Db)
ar=axr (1-27b)
AN=OXV=OX(®@xT) (1-28b)
a=axr+oxv (1-29b)
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2.1 Vectores

PROBLEMAS

2.1 VECTORES

1. DadoelvectorA=4i+5j-2kmyconociendo que la magnitud de B es 10 m y que sus

angulos directores son a = 60°, > 90° y y = 120°, determine el angulo que forma el
vector A — B con el vector B.

cosf = —~/1—cos? 60° — cos?120°
cosp=—0.707

(el signo — se debe a que el angulo > 90°)
B =B (cos ai +cos S+ cos yk)
B =10 (cos 60° i — 0.707 j + cos 120° k),
esdecirB=5i-7.07j-5km
SiC=A-B
C=4i+5j-2k-5i+7.07j+5k

C=-i+12.07j+3km,

y C= /()% +(12.07)? + (3)* =/155.69 m
entonces: 6= cos™ [(C+B)/(C B)
0= cos™ [(-5 - 85.33 — 15) / (10) (12.48)]
0= 147.58°
2. Dados los vectores A=-2i+3j-k;B=i-3j+kyC=3i+2]j-2Kk, determine el
vector unitario del vectorP=A+B-C
P=—2i+3j-k+i-3j+k-3i-2j+2k

P=—4i-2j+2k,

y P=[(4)+(-2)° +(2)°= /24,

entonces: up = P/P
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Up=(—4i-2j+2Kk) /24
up=-0.821-041j+041k
3. Dados losvectoresA=2i+3j—-km;B=4i-j+5kmyC=-4i-6j+2km.
a) ¢ Qué vectores son perpendiculares? Justifique analiticamente.
b) ¢Qué vectores son paralelos? Justifique analiticamente.
a) A*B=Qi+3j-k)*e(@i-j+5k)
A*B=8-3-5=0
Por lo tanto A y B son perpendiculares ente si.
AeC=Qi+3j-k)*(-4i-6j+2k)
AeC=-8-18-2=-28,
es decir, A’y C no son perpendiculares entre si.
BeC=(4i-j+5K) *(-4i-6j+2K)
BeC=-16+6+10=0,
por lo tanto, B es perpendicular a C.
b) Si A es perpendicular a B 'y C es perpendicular a B, entonces A y C son paralelos

entre si.

4. Dados los puntos B (3, 3,5) my C (-2, 3, 2) m y el vector posicion de B con respecto a A
que es 4 i — 2 k m, determine un vector M de magnitud 10 m y perpendicular al plano que
contiene a los puntos A, By C.

A
B (3.3,5)

AB=rgn=4i-2km C(232)
BC=(-2-3)i+(3-3)j+(2-5k
BC=-5i-3km

ABxBC=(4i-2K)x(-5i-3K)
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AB xBC=22jm,

entonces, M=+10jm

5. Dos cubos de 12 y 20 cm de lado, estan colocados como indica la figura. Encuentre:
a) AJy NB,
b) el &ngulo formado por los vectores IM y GF,
c) la proyeccion de HK sobre GF.

a)

b)

y AN K
L
M™% 1 E
H |
C
0 Fls
X
A
7Y

AJ = (12 - 0)i + (20 — 0)j + (0 — 20)k
AJ=12i+20j-20kcm
NB = (20 — 0)i + (0 — 32)j + (20 — 0)k
NB=20i-32j+20kcm
JM = (0 - 12)i + (32 — 20)j + (12 - 0)k

IJM=-12i+12j+12kcm

IM = /(-12)2 + (12)? + (12)? =-/432 cm
GF = (20 — 0)i +(0 — 20)j +(0 — O)k
GF=20i-20jcm

GF = ./(20)% + (20)? =/800 cm

JM .« GF = — 480

0= cos™ [(IM « GF) / (JM GF)
0= cos™ [(—480) / (20.78) (28.28)]
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0=144.74°
) HK=(12-0)i+(32-20)j+(0-12)k
HK=12i+12j-12kcm
HKer = (HKeUGF) Ucr
HKer = [(121+ 12 — 12 K) » (20 i — 20 j)] (20 i — 20 j) / 800

S HKee = 0

2.2 VELOCIDAD

6. Una particula se mueve sobre una linea recta que pasa por los puntos A (-2,4) my B (1,0)
m. Sobre la particula no actua aceleraciéon alguna y a t = 2 s la velocidad tiene una
magnitud de 5 m/s, ¢cudl es el vector velocidad instantanea cuando t = 10 s? Asuma que la
particula se mueve desde A hacia B.

La particula se mueve con MRU, es decir con velocidad constante.
Se desplaza desde A hacia B, luego su desplazamiento es.

Ar = [(1!0) - (_2) 4)] m

Ar=3i—4jm

El unitario de su velocidad es:

u =3i-4]J)/5

uy =0.6i—0.8j

La velocidad es la misma en cualquier instante, por lo que:

Vio =5m/s (0.6 i —0.8j)

Vio=B31 —4j)m/s
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7. Un cuerpo se mueve por una linea recta sin cambiar la direccion de su movimiento. La
mitad de su trayectoria lo hace con una velocidad v, y la parte restante, con una velocidad
vy durante la primera mitad del tiempo y con una velocidad v,, en la parte final. Encuentre
la velocidad media del cuerpo.

P S L/2 ————e >
[ ] (] (] ([ ]

A Vo B Vi C Vo D

Si se hace coincidir el eje x del sistema de referencia con la direccion del movimiento,
entonces la velocidad media puede escribirse como

Vi = AX [ At.
Ya que el movimiento es uniforme se tiene que:
AX =V AL
En el tramo AB se cumple que:
L/2=v, tas, de donde
tag=L/2v,
Si en el tramo BC la particula recorre la longitud s, entonces:
tep/2=5/vy,
de donde
s=v;tegp /2.
En el tramo CD se cumple que:
tsp /12 =((L/12) =S) / V2,
reemplazando el valor de s en la Gltima ecuacion, se deduce que:
tep =L/ (vy +v32)
tap = tas gD,
al reemplazar los valores de tag Y tgp Se encuentra que:

_ V(v V)
= Rkl A\ Wi T8
2V, +V, +V,
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8. Una canoa va y regresa entre los puntos A y B de la misma orilla de un rio, cuyas aguas
fluyen desde A hacia B a razdn de v m/s. Si la canoa tiene una rapidez de 2v m/s en aguas
tranquilas, calcule la relacion entre el tiempo que se demora en ir la canoa y el tiempo que
se demora en regresar.

En el movimiento uniforme se cumple que:
At=Ax/v.

En este caso, 2v + v es la rapidez de la canoa respecto a tierra cuando ésta viaja a favor de
la corriente y 2v — v, cuando viaja en contra de la corriente, y si se considera que la distancia
entre Ay B es L, se tiene:

tiga=L/(2v+vVv)=L/3v
tregreso =L/ (2v—Vv)=L/v
tiga /t regreso — Lv/3Lv

tiga /t regreso — 1/3

9. Un hombre viaja 1 h a 30 km/h y luego otra hora a 50 km/h en direccion contraria. ¢Cuél
es su velocidad media para las dos horas de viaje?

Si a la ida, el hombre se movid en la direccion del eje x positivo:
r,=vi Aty

r; = (30 km/h) i (1h)

ry =+30 i km

r,=vy; Aty

r, = (=50 km/h) i (1h)

ro=—=>501km

V= (r2 —r1) / At,

Vim=[(-50 + 30) i / (1 + 1)] km/h

Vm = =101 km/h

58



2.3 Aceleracion

10. Un carro se mueve al Sur con una rapidez de 27 m/s en medio de una lluvia. La trayectoria
de cada gota forma un angulo de 20° con la vertical, medido por un observador fijo en
tierra. Un observador sentado en el carro ve en los vidrios de las ventanillas las huellas de
la lluvia perfectamente verticales. Determine la rapidez de las gotas de lluvia con respecto
a) atierray b) al carro.

Vge |20° Vgt

Vot

a) sen 20°= v/ Vg
Vg =27/ sen20°
Vgt = 78.94 m/s

b) tan 20° = vt/ Vg
Vgie =27 [ tan20°

Vgie = 74.17 m/s

2.3 ACELERACION

11. Encuentre la aceleracion media entre los instantest = 1 sy t = 2 s para un vehiculo que se
mueve sobre el eje x, de acuerdo con la funcién v, = 0.5t + 0.1t%, donde t esta en segundos
y v, en m/s.
V=05t+0.1t°
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2 CINEMATICA. Problemas

Amx = (Vx (2s) — Vx (13)) / (tzS - tls)
am = 0.8 m/s?
12. De acuerdo con los graficos v contra t que se indican, determine:

a) el vector aceleracion media en el intervalo de tiempo comprendido entre t; y to,
b) el vector aceleracion instantanea en t,.

V)( VV VZV
t; ot t2
b t t t t
- Vg -V -Vi

a) Para el instante t; se conoce que: vy =—V1 ;Vy ==ViyV,; =0
SV = -Vl = V).
Parato:vy=0;vy ==V ;V, ==V
SV =-vij —VviK
am=(v2-v1)/(t2-11)
am = (-viJ—-vik+vii+vij)/(ts —t1)
am = [Va/(t2 - t2)] (i — k) m/s?
b) Parat>t; la aceleracion es constante, por lo que la aceleracion media es igual a la
aceleracion a cualquier instante
ax = (0= (=v))(t2 —t1)
ay = Vi/(ta —t1)
ay=0
az = (-v1 - 0)/(t2 — t1)
a; = -Vvi/(ta — t1)

a, = [Va/(to — t1)] (i — k) m/s%.
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2.3 Aceleracion

13 Determine las componentes tangencial y normal de la aceleracion, en términos de i y j, de
un proyectil que se mueve con una aceleracién constante de —10 j m/s% en el instante en
que su velocidad es de 2 i — j m/s.

-1

gn / gr

g =-10 j m/s?

a) gr=(g -v/V)v
gr = (105) (2i - J)
gr=4i-2jm/s
b) gv=0-9r
gv=-10j-(4i-2j)
gn=-4i-8jm/s®
14 Una particula se mueve a lo largo de cierta trayectoria. En un punto P se conocen su
velocidad v = 4 i + 3 j m/s y su aceleracién a = 5 i m/s®>. En el mencionado punto P
encuentre a) la aceleracién tangencial y b) la aceleracion normal.
a) ar=(a sv/V)v
ar =(20/25) (4i+3j)
ar=3.2i+24jm/s%
b) an=a-ar
an=1.8i-2.4jm/s

15 EI movimiento de una particula se realiza de acuerdo con los siguientes graficos vy y vy
contra t. Parat = 6 s, determine el vector aceleracion a) tangencial y b) normal.

o

0 4 t

V)( VV

-10
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2 CINEMATICA. Problemas

Las componentes ay y ay de la aceleracion son constantes, por tanto se tiene
que:

ax = (Vx2 = Vx1) / (t2 = t1)

ay =[0—- (- 10)]/ (2-0) =5 m/s®
ay = (vy2—Vy1) / (t2 — t1)

ay = (40 - 20) / (4 - 0) =5 m/s*
a=5i+5jm/s?

Para determinar las componentes de vy y vy de la velocidad de la particula a 6 s, se tiene
que:

Vy=—10+5t

Vx(es) =—10 + 30 = 20 m/s

vy=20+5t

Vy(es) = 20 + 30 = 50 m/s

Ves =201 +50 j m/s

a) at6s = (@ e Vs / Ves?) Ves

ares = [(5i+5]j)e (20 +50j)/(20 2 +50%)] V g
ares = (270/2900) V g

ares = 1.86 i + 4.66 j m/s®

b) anes =a-—ar

anes = 3.14 i +0.34 j m/s®

2.4 MOVIMIENTO RECTILINEO

16. Al instante t = 2 s, una particula A se encuentra en el punto P (4, 5) m y se mueve con una
velocidad constante va = -2 1 + 3 j m/s. Otra particula B, que se mueve con MRU, al
instante t = 5 s se encuentra en el punto Q (3, 5) m y al instante t = 10 s en el punto
R (-5, =7) m. Determine:

a) la velocidad de B,
b) la posicion de A respecto a B al instante 20 s.
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2.4 Movimiento rectilineo

a) La particula B se mueve con MRU, por tanto para el intervalo comprendido entre
5y 10 segundos, se tiene que:

Vg = (rf—ro) / At
Vg =(-51-7j-3i-5j)/(10-5)
vg=—-16i-24jm/s

b) La particula A, también se mueve con MRU, por lo tanto para el intervalo entre 2
y 20 segundos se tiene que:

s =y + VAt
rm=4i+5j+(-2i+3j)(20-2)
rm=4i+5j-36i+54]
rpa=—-321+59jm,.

La posicion de la particula B al instante t = 20 s es:
rge=3i+5j+(-16i-24j)(20-5)
rg=—-211-31jm.

La posicién relativa de A respecto a B para el instante final es:
Fag=ra—Trs
ravg=(-32i+59j)— (-21i-231j)
ras=—111+90 ) m.

17. Una particula se mueve de acuerdo con las siguientes ecuaciones de su posicion:
xt=—t>+2t+10m;yt=05t—t+20m.

Determine la velocidad a los 10 s del movimiento.

Las ecuaciones dadas corresponden al MRUV. Por analogia con las ecuaciones generales
de este tipo de movimiento se tiene que:

Vy=2-2tyvy=-1+t
Parat =10 s se obtiene:
Vx =—18 m/syvy =9 m/s

SV =(-18i+9j) m/s.

63



2 CINEMATICA. Problemas

18. Una particula que se mueve a lo largo del eje x, al instante t = 0 s pasa por el origen con
MRUV, at=1sseencuentraa5m,yat=>5sencuentraa 15 m. Determine después de
cuantos segundos de haber pasado por el origen retorna a este.

tp=0 t1=1s ts=5s
| | |
0 5 15  x(m)

De la ecuacidn general para la posicion de una particula con MRUV se tiene que para el
instantet=1s:

5=vp (1) + Y% a (1)?
5=vp+¥%a
10=2vp+a
Parat=5s:

15 = v (5) + 4 a (5)°
15=5vy+125a

Con esto se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.
Resolviendo este sistema se encuentra que:

Vo =5.5m/s
a=-1m/s’
Es decir, vo =5.5i m/isya=— (1) i m/s°.
Para que la particula vuelva a pasar por el origen debe cumplirse que Ar = 0, entonces:
Ar=voAt+%haAt’
0=55(At)-%(1) (At
55At=%At

At=11s
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2.4 Movimiento rectilineo

19. Dos particulas A y B, que tienen la misma posicion al instante t = 0 s, se mueven con
MRUV, de acuerdo con el gréfico vx contra t de la figura. Determine el tiempo en el cual
las particulas vuelven a encontrarse.

vy (M/s)

43

A
14 'd
/ t(s)

0 17 32

30

Para que las dos particulas A y B, vuelvan a encontrarse debe
cumplirsequet=Ata = Atg YAXa =AXp

Si Axa = Axg las areas bajo las curvas entre 0 y t deben ser iguales

Yot (var—30) +30t =%t vg,

pero, del grafico dado se tiene que:

Var = [30 + (13/32) t] y ver = (14/17) t

por lo que

%t[30+ (13/32)t-30] +30t=2% t (14/17)t

(14/34) t* - (13/64)t* =30t

0.209t°=30t

De donde se encuentra que: t =143.8 s

20. Desde un globo, que asciende con rapidez constante de 6 m/s, se lanza verticalmente hacia

arriba un cuerpo A con una rapidez de 3 m/s, con respecto al globo y un segundo mas
tarde se lanza otro cuerpo B, hacia abajo, con una rapidez de 2 m/s, con respecto al globo.
Determine la posicién de B con respecto a A, dos segundos después de que fue lanzado B.

At=0s: vac=3Jm/syrac=0

At=1s. vgg=—-2]jm/syrgc=0

La ecuacion general para la caida libre establece que:

r=ro+ VoAt + % g At%.

65



2 CINEMATICA. Problemas

En el caso del cuerpo A, parat = 3 s se tiene que:
rae =0+3(3)+ % (-10]) (3)°

rac =—36].

En el caso del cuerpo B, parat = 3 s se tiene que:
rec =02 (2) +% (- 10]) (2)°

reic =— 24].

Parat=3S:rga =reic —rac
repn=—24j+36]

I'ep/a = 12j m.

2.5 MOVIMIENTO PARABOLICO

21.
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Una particula al pasar por el centro del sistema de referencia tiene una velocidad inicial de
10 j m/s. Al mismo tiempo acttia sobre él una aceleracién de 2 i m/s>. Determine al
instante 3 s la:
a) posicion
b) velocidad
c) ecuacion de la trayectoria del movimiento de la particula
a) Ar=vgot+¥at?
r=ro+tvot+¥%at?
r=10j(3)+%(2i)(9)
r=9i+30jm
b) v=vp+at
v=10j+2i(3)
v=61i+10jm/s
c) x=ytan 8+ % (alvg,’) y*
X = ¥4 (2/10%) y?

X = y?/100



2.5 Movimiento parabdlico

22. Un bateador golpea una pelota en el punto A (=300, 1) m con una rapidez de 150 m/s y un

23.

angulo de elevacion de 60° con el gje x.
a) Calcule la velocidad de la pelota en el instante que pasa por x = 0.
b) ¢Cuales son las componentes tangencial y normal de la aceleracion en dicho punto?
a) Vy =150 cos 60° =75 m/s
Voy = 150 sen 60° = 129.89 m/s
X= VOX A t
300=75At
At=4s
Vyas =Voy—0 t=129.9-40
Vyas =89.9 Jm/s
Vs =751+89.9 ) m/s
b) aT:(g OUV)UV
ar=[-10j «(0.64i+0.77 })] uy
ar=(-7.7)(0.641+0.77j)
ar =—4.93i-5.93j m/s?
an=9g-ar
ay=-10j— (- 4.93i-5.93j) m/s®
an=4.93i-4.07 j m/s.
Dos personas, A y B, se encuentran en las ventanas de dos edificios ubicados uno frente a
otro, en los lados opuestos de una calle. Los edificios estan separados entre si 10 m y las
alturas de las ventanas respecto al piso son 15 m para Ay 20 m para B. Si B lanza, hacia la
derecha, un globo con agua con la intencién de impactar a A y la rapidez inicial del globo
es de 10 m/s, calcule:
a) el angulo de disparo respecto a la horizontal,
b) el vector velocidad del proyectil el momento del impacto.
a) y=xtan 0o —gx*/2vod
—5=10tan @ -5 (100) / 100 cos® &
—1=2(sen B¢ /cos Bq)—(1/cos? By)

—1=(2sen Oy cos @y —1)/cos® O
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2 CINEMATICA. Problemas

—c0s? Gy =2sen g cos Oy —1
1-cos’ @y =2sen Bq cos O
sen’ o =2sen fq cos O
sen @g/cos @y =2
tan 8o =2
0o =63.43°
b) xX=vox At
10 =10 cos 63.43° tga
tga =2.24 s
VA =Vat+(Qlga
Va = (10 cos 63.43°) i + (10 sen 63.43°) j + (-10) j 2.24 m/s
Va=4.471-13.46 j m/s

24. Un objeto es lanzado desde el punto A con una velocidad v,. Si el objeto impacta en el
punto P, a 250 m de A, determine la velocidad de lanzamiento.

y(m Ay,

53°
37° X (m)

y = x tan 53° — 10 x* / (2 vo? cos® 53°)
Del gréfico se tiene que:

y =—250 sen 37°

y=-150m

X =250 cos 37°

X =200 m
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2.5 Movimiento parabdlico

Reemplazando en la ecuacion inicial:
—150 = 200 tan 53° — 10 (200)?/ 2 v¢? (0.36)
—150 = 266 — (400000 / 0.72 v¢?)
416 = 400000 / 0.72 vo°
Vo = 36.54 m/s
Vo =36.54 (0.6 +0.8j)m/s
Vo =21.921i+29.23 jm/s
25. Desde el punto O un cazador apunta directamente a un blanco colocado en el punto P y

dispara. En el instante que dispara el cazador se deja caer el blanco desde P. Demuestre
que el proyectil impacta en el blanco.

Y4 P e

En este problema se considera la siguiente simbologia: b = bala, B = blanco, Q = punto de
impacto.

Para la bala se tiene que:
Xp=VCOoS t
Vb =VoSena t—Y% gt

mientras que para el blanco se tiene que:

Xg=L
yg=h-%gt
Xp=Xp

Vo cosat=L

t=L/vpycosa
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2 CINEMATICA. Problemas

Yb=YsB

Vo sena t=h

Vo sena (L /vp cosa) =h
tana=h/L

De acuerdo con el gréafico, también tan o =h/ L por lo que el proyectil si impacta en el
blanco.

2.6 MOVIMIENTO ANGULAR Y CIRCULAR

26. Una rueda A de radio R = 0.4 m parte del reposo y aumenta su velocidad angular
uniformemente a razén de 0.6 x rad/s?. La rueda A transmite su movimiento a una rueda B
mediante una correa. El radio de B es r = 0.15 m. ¢ Cual es el tiempo necesario para que B
alcance una rapidez angular de 300 rpm?

wg =300 rpm = 31.4 rad/s

En vista de que las 2 ruedas estan unidas por una correa, las velocidades lineales deben
ser iguales, por lo tanto:

Vat = Vet

oatR=wgt 1
opns=owpi N R

ot = (31.4) (0.15) /0.4

ops = 11.77 rad/s

70



2.6 Movimiento circular

wpt = waot+ aa (t—1to)
11.77=0+0.6 1 (t—0)
t=6.25s

27. Una particula se mueve en una circunferencia de 0.7 m de radio, en el sentido contrario al
avance de las manecillas del reloj con rapidez angular constante @ = 2 rad/s. At = 0 parte
del punto A. Calcule el vector aceleracion media para el intervalo de t; =1.7 s hasta
t,=3s.

anm = V2—Vi1
-t

Como es un MCU se cumple que:
Vo=V1 = oR= (2) (0,7) =14 m/s.

Para saber la direccion de v X Vo, es necesario encontrar las posiciones angulares a los
tiempos t; y to.

01= 0o+ w(t1-to)
0,1= /6 + (2) (1.7-0)
61 =3.92rad =224.71°
0,=00+ w(t,-1o)
0 ,=7l6 + (2) (3-0)
6, =6.52rad = 373.75°.
Por lo tanto la particula al t; y t, estad en los puntos B y C respectivamente, entonces:
vi=1.4(sen 44.71° i — cos 44.71° j)
v;=0.981-0.99 j m/s

Vo =1.4 (-sen 13.75° i + cos 13.75° j)
v,=-0.331+1.35jm/s

am=[(-0.33i+1.35j)— (0.98-0.99 )] / (3-1.7)

am=1i+18jm/s’
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2 CINEMATICA. Problemas

28. Una particula gira en el sentido del avance de las manecillas del reloj en un plano vertical
yz sobre una trayectoria circular de radio 10 m con MCUV. En el instante t=5s se
encuentra en el punto —10 k m y tiene una aceleracion de 5 k — 4 j m/s®. Para el instante t
= 0, determine los vectores aceleracion angular y velocidad angular.

y(+)

t=>5s

z(+)

ar

Comoa=-4j+5k,entonces: ay =5k m/s’y ar = -4 j m/s?;

pero, ay = ms°R

por lo que: ws = /@
. (U5 R
5
ws = _|— =-0.707 rad/s
10

ya=ar/R
a=4/10=0.4rad/s

Aplicando la regla de la mano derecha, el unitario de la velocidad angular es —i, asi como el
de la aceleracion angular, ya que el movimiento es acelerado. Por lo tanto:

o =-0.4 i rad/s®
Yy @0 = @5 —a (ts —tg)
o = [-0.707 - (-0.4) (5-0)] i
®o = 1.29 i rad/s
29. Si la posicion angular de una particula que describe una trayectoria circular de radio 1.2
m, en sentido contrario al avance de las manecillas del reloj, viene dada por la funcién
0. =m/2 +t+t?, donde Qesta enrad y t en s. Determine:
a) la ecuacidn de la velocidad angular en funcion del tiempo,
b) el vector aceleracion a cuando t =3 s.

a) De acuerdo con la ecuacion dada se tiene que:

Oo=nl2rad, wo=1rad/sy a=2rad /s’
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2.6 Movimiento circular

Por lo tanto,
wit=wot at

wi=1+2t

b) 6; =2+ 3+9=13.57 rad =777.9°
ar= oR=(2) (1.2) = 2.4 m/s°
arss = (2,4) (-sen 57.9 i + cos 57.9°%))
arss = (<2.03 i + 1.27j) m/s?
W 3s =1+2 (3) =7 rad/s
anss = @3> R = (7)° (1.2) = 58.8 m/s?
an3s = 58.8 (—c0s 57.9 i —sen 57.9j)
anss = —31.2 i — sen 49.8j) m/s?

d3s = dT3s+ AN 3s

ass = —33.23 i — 48.53j m/s®

30. Una particula se mueve por una trayectoria circular con movimiento uniformemente
variado. At =0 su velocidad es vo =3 i+ 4 j m/sy su rapidez disminuye a razén de 2 m/s

cada segundo. Determine los vectores:

a) posicion de la particula a t=0,

b) aceleracionat=25s,

c) velocidadat=5s,

d) aceleracion tangencialat=0yt=5s.

YA
22m
O X
_/m\ov

a) Como vq = 3i + 4j m/s, la particula inicialmente debe estar en el punto
A'y se puede calcular el angulo g
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2 CINEMATICA. Problemas

B=tan* (4/3) = 53.13°
ro= OA =2 (sen 53.13° i — cos 53,13° ))

ro=16i-1,2jm/s

Es decir, la particula se encuentraat =0 en el punto A (2m; 53.13°)

74

b)

d)

Vo= ~/9+16 = 5m/s
®o=Vo/R=25radls
a=ar/R=1rad/s’
wors=wo+ at
@a25=25-(1) (2.5) =0
025= 00+ @ot+ at’ /2
0,5 =5.63 + (2.5) (2.5) + (-1) (2.5)* /2
0,5 =8.75 rad = 501.59°
Por lo tanto at = 2,5s la particula esta en B (2m; 141.59°), entonces:
ar =2 (cos 51.59° i + sen 51.59° j)
ar=124i+156]j
dzss =artan=ar
a25s=1241i+156j+0
a 255 = 1.24 i +1.56 j m/s?
Debido a que la aceleracion angular es constante y al tiempo 2.53 s llega al
reposo, al tiempo 5 s estaria de nuevo pasando por el punto A con la misma
rapidez y en direccion contraria, por lo tanto la velocidad a t=5s seria:
Vs ==3i-4jm/s.
At=0ya t=>5s, laaceleracion tangencial es:
ar =2 (-c0s53.13° i —sen 53.13° j)

ar=-12i-1.6jm/s
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CAPITULO 3

DINAMICA

3.1 INTRODUCCION

Una de las grandes contribuciones a la Fisica fue el aporte al estudio del movimiento de
los cuerpos que realizaron Galileo y Newton. Ellos explicaron el movimiento de los cuerpos.
Para Galileo el movimiento de los cuerpos debe obedecer a ciertas leyes, por ejemplo la de la
inercia.

Newton desarrollo varias teorias, entre ellas la Teoria de la Gravitacion Universal, que fueron
la base fundamental de una nueva concepcion de hacer Fisica en relacion con la que se tenia
hasta entonces.

La Teoria de la Gravitacion Universal de Newton permitio el desarrollo de otras que
explican el comportamiento del Universo; y generd una gran rama dentro de la Fisica, llamada
Mecanica Clasica. En esta teoria el espacio y el tiempo son absolutos.

Es importante anotar que hasta la fecha muchos de los aportes de Newton han sido la
base fundamental para explorar nuevas ideas sobre el Universo.

Por considerar de importancia, previo al tratamiento de la Leyes de Newton se presenta

un breve resumen sobre las interacciones, en el que se describe algunos aspectos que se
formalizan luego en las leyes de Newton.
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3. DINAMICA. Teoria

3.2 INTERACCIONES

Desde que el hombre empez6 a preguntarse como las estrellas estaban sobre su cabeza sin
caer, surgieron muchas explicaciones. Unos decian que Dios las tenian atadas al cielo y en el
caer de la noche las retiraba todas los dias. Otros pensaban que existian seres que
controlaban dichos objetos en el firmamento, pero también, existian personas que pensaron
que las estrellas se mantienen sobre la tierra por una interaccion entre ellas (tierra- estrellas).

En la actualidad, el desarrollo de la Fisica ha permitido establecer que en la naturaleza se
pueden encontrar cuatro tipos de interacciones fundamentales, a saber:

e Gravitacional

e Electromagnética

o Fuerte

o Débil

La interaccion gravitacional explica la accion reciproca entre cuerpos debido a la masa
(propiedad intrinseca de la materia). Se debe recordar que Newton hablé sobre esta
interaccion y la propuso en su "Teoria de la Gravitacion Universal™.

La electromagnetica es la interaccion entre cuerpos, debido a otra propiedad de la materia
que es la carga.

La interaccion fuerte y débil son de caracter nuclear.

La interaccion fuerte mantiene estable al nicleo del &tomo y la débil permite la ruptura
del mismo.

Todo en la naturaleza interactta, una pelota con la tierra, los cuerpos entre si, etc. Lo que
sucede es que, el efecto de algunas interacciones es muy débil, en comparacion con el efecto
debido a la interaccion producida con la tierra.

El valor y la direccion de la interaccion define la cantidad fisica vectorial llamada fuerza,
la misma que siempre esta presente en toda la naturaleza.

De las observaciones cotidianas se puede concluir que las fuerzas cambian la velocidad

de los cuerpos sobre los que actGan. Todo esto nos trae como consecuencia que el cambio en
la velocidad de un cuerpo se debe a que sobre él actudé una fuerza neta.

3.3 LEYES DE NEWTON

Primera Ley de Newton
Analice el movimiento de un cuerpo al que se le ha dado un impulso sobre una pista recta

con rozamiento. En este caso el cuerpo luego de un tiempo se detendra, si se disminuye
progresivamente el valor de la fuerza de rozamiento el tiempo que transcurre hasta detenerse
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sera cada vez mayor lo cual conduce a pensar que si la fuerza de rozamiento se hace cero el
cuerpo se movera indefinidamente con velocidad constante.

La ley que explica el comportamiento sefialado se conoce con el nombre de Primera Ley
de Newton o Ley de la Inercia y podria expresar como:

Todo cuerpo conserva su estado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme mientras
una fuerza neta no le obligue a cambiar dicho estado.

Esta ley se llama también principio de la inercia, y el movimiento de un cuerpo libre de
fuerzas externas se dice que es un movimiento por inercia.

Esta ley es aplicable a todos los sistemas de referencia inerciales. Con el siguiente
ejemplo se podra ilustrar tal situacion.

Suponga que una persona se encuentra sentada en el asiento de un vehiculo, que se
desplaza con movimiento rectilineo uniforme. Mientras el automdvil siga con velocidad
constante el pasajero no sentird nada extrafio en el contacto entre el asiento y su espalda. Esta
experiencia es consistente con la primera ley de Newton. De pronto, el vehiculo comienza a
acelerar e inmediatamente el pasajero siente que el asiento presiona su espalda, esto le hace
pensar que su movimiento cambia respecto al exterior, lo cual es correcto; sin embargo, con
respecto al automavil el pasajero sigue sin moverse. Con esto se puede ver que la primera ley
de Newton no se cumple para sistemas que tienen aceleracion, este sistema no es inercial.

En la mecéanica clasica se Ilaman sistemas inerciales de referencia a aquellos en los cuales
se cumple el principio de inercia, entendiéndose por inercia, la tendencia de un cuerpo a
mantener su estado de equilibrio. Cualquier sistema de referencia que se encuentre en reposo
0 en movimiento rectilineo uniforme respecto a cualquier sistema inercial es también inercial.
Y al contrario, todo sistema que se mueva con aceleracion respecto a un sistema inercial, no
serd inercial.

Un sistema de referencia asociado, rigidamente a la tierra no es inercial, debido
principalmente a la rotacion y traslacion de la tierra. Dado que en este documento se
considera a la tierra en reposo, debido a su gran masa, un sistema de referencia ligado a ella
sera considerado inercial.

Una de las restricciones de esta ley es la utilizacién de sistemas de referencia inerciales,
que existen solamente en una idealizacion, ya que en la realidad ningun sistema de referencia
es inercial.

La accién mutua entre los cuerpos a criterio de la primera ley de Newton es la causa que
hace que varien sus estados de movimiento. Ademas esta interaccion ocasiona deformaciones
en los cuerpos. En el presente estudio esta deformacidn no se analiza en tanto los cuerpos son
considerados como masas puntuales (particulas).
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Fuerza neta externa

La accién de varios cuerpos sobre un cuerpo A, con las fuerzas Fi, F»,... Fx equivale
matematicamente a la accion de una sola fuerza, llamada fuerza resultante o fuerza externa
neta, que no es mas que una representacion de una sola fuerza que matematicamente es igual a
la suma vectorial de las fuerzas mencionadas, es decir:

Fneta = ZF (3-1)

F2
F1

Fs
Fx

Figura 3-1 Fuerzas que actGan sobre un punto A

Cuando se estudia un sistema cualquiera de cuerpos o particulas, las fuerzas que se deben
a la accién mutua de dichos puntos materiales se llaman fuerzas internas al sistema.

Cuando:
FNeta = ZFx =0 (3_2)

se dice que el cuerpo se encuentra en equilibrio de traslacién, esto es cuando la velocidad es
constante, es decir que puede estar moviéndose con movimiento rectilineo uniforme respecto
a un sistema de referencia o puede estar en reposo. respecto al mismo sistema.

Segunda Ley de Newton

La primera Ley de Newton contiene mucha fisica, sin embargo esta limitada entre otras
cosas por ser aplicable solo a cuerpos en equilibrio (reposo 0 MRU) de traslacion, aunque
permite reconocer la presencia de una fuerza resultante, neta o total, a partir de la variacion de
la velocidad que produce esta fuerza al actuar sobre un cuerpo durante un tiempo, no da una
relacion cuantitativa entre la fuerza y la variacion de la velocidad del cuerpo. Esta relacion es
establecida por la segunda ley.

Para entender el efecto producido por una fuerza resultante F en un cuerpo que se
encuentra sobre una mesa horizontal sin rozamiento, es necesario analizar las siguientes
situaciones posibles:

1. Un cuerpo se encuentra en reposo sobre la mesa y al aplicarle una fuerza constante F,

durante un intervalo de tiempo At, se pone en movimiento cambiando su velocidad de cero a
un valor diferente de cero, entonces la fuerza F produce una aceleracion en el cuerpo.
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3.3 Leyes de Newton

Figura 3-2 Fuerzas aplicadas sobre un cuerpo en reposo.

2. Si el cuerpo inicialmente se mueve con una velocidad vo y en un instante determinado
se le aplica la fuerza constante F, colineal con la velocidad, la rapidez de la particula
aumentara o disminuirad generandose también una aceleracion colineal con vy.

m Vi > Vg
F
Vo m . Vi<V
F—m m V0 F/
. -

Figura 3-3 Fuerzas colineales a la velocidad aplicadas a
un cuerpo en movimiento.

3. Si el cuerpo inicialmente se mueve con una velocidad v que no es colineal con la
fuerza aplicada F, la direccion y el mddulo de la velocidad cambiaran y la particula también
adquirira una aceleracion.

Vo

Figura 3—4 Fuerza no colineal a la velocidad actuando
sobre un cuerpo en movimiento.
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Lo descrito demuestra que existe una relacion entre la fuerza aplicada al cuerpo y el
cambio en su velocidad.

Si se realizan las experiencias descritas y se aplican diferentes fuerzas a un mismo
cuerpo, se obtiene que:

axXF

donde el simbolo oc significa “es directamente proporcional a”; en esta relacion se debe
entender que no solo la magnitud de la aceleracion (a) es proporcional al médulo de la fuerza
neta (total o resultante), sino que la direccién de a es la misma que la direccion de XF.

Lo anterior se puede escribir asi:
axXF Yy Uz =Usk

Al realizar las experiencias anteriores aplicando, en cada caso, la misma fuerza a cuerpos
diferentes se concluira que la misma fuerza neta aplicada a cuerpos diferentes produce efectos
distintos.

Lo anterior indica que la fuerza resultante acelera con diferente valor a los distintos
cuerpos; el valor de la aceleracion depende de la resistencia que los cuerpos pongan al
cambio. La propiedad de un cuerpo, de oponerse a ser acelerado se conoce como inercia del
mismao.

Para entender mejor la inercia, considere el siguiente ejemplo: un hombre que esta
cruzando una carretera puede detener a un muchacho que esta viajando a 2.5 m/s en su
bicicleta; pero si intentase hacer lo mismo con un auto que se desliza a 2.5 m/s, posiblemente
seria atropellado y moriria.

Por experiencia se sabe que el tamafio de un cuerpo no siempre determina su inercia, pues
podria ser mas facil acelerar un gran pedazo de corcho que una roca mas pequefia.

La inercia es una de las pocas propiedades elementales que no pueden expresarse en
funcién de algo méas fundamental.

La cantidad fisica denominada masa es la medida cuantitativa de la inercia. Entonces el
resultado de la experiencia realizada al aplicar la misma fuerza neta a diferentes cuerpos
puede resumirse diciendo que una misma fuerza produce mayor aceleracion en un cuerpo de
menor masa y viceversa. Matematicamente las relaciones serian:

Cuando X F = constante =0

aoc 1/m
de unir las expresiones anteriores se tiene

aoc XF/m

YF o« ma
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Es necesario resaltar que la masa (m) es una cantidad escalar, es decir si combinamos dos
objetos de masa m; y m,, la masa total correspondera a la suma de m; + m;,

PESO Y MASA. La diferencia entre la masa de un cuerpo y su peso es motivo de
confusion, por lo que es necesario aclarar que la masa es una cantidad escalar que cuantifica
la inercia y el peso es una fuerza, es decir, una cantidad vectorial.

En el lenguaje comun el término masa es generalmente utilizado como sinénimo de peso,
por lo que se considera necesario indicar que el peso P es la fuerza que resulta de la atraccion
gravitacional de la tierra sobre la masa del cuerpo. De acuerdo con la expresion XF o«cma,

P o« mg, donde g es la aceleracion de la gravedad y m es la masa del cuerpo atraido por la
tierra.

Interesa el peso del cuerpo en la tierra; pero, si el cuerpo pudiera estar cerca a Marte,
Jupiter o a cualquier otro objeto de gran tamafio tendrd un peso diferente aunque su masa se
puede considerar la misma en todos los lugares.

UNIDADES DE MASA. Al igual que otras cantidades fundamentales de la fisica, las
unidades de la masa son determinadas al establecer un patron arbitrario. Asi la unidad
arbitraria bésica es el kilogramo patrdn, abreviado kg.

Si bien la proporcionalidad XF o ma, indica que la aceleracion de un cuerpo esta
determinada por su masa m y la fuerza neta, total o resultante XF, es necesario transformarla
en una ecuacion.

Para conseguir lo propuesto se debe asegurar que las unidades en los dos lados de la
ecuacion sean iguales.

Como la unidad de la fuerza ain no ha sido definida, se puede determinar una que

permita que la constante de proporcionalidad a ingresar en la expresion XF o« ma, sea igual a
uno.

Al realizar un analisis dimensional al término de la derecha en la expresion anterior y
trabajar con las unidades del S.I. se obtiene que la unidad de fuerza llamada Newton es
equivalente a 1 kg m/s?, la constante sera igual a 1 y la expresién £F oc ma se transformaré en

>F=ma (3-3)

Con el objeto de sistematizar, de mejor manera la aplicacion de las leyes de Newton, a
situaciones concretas, se procede a establecer algunas definiciones:

DIAGRAMA DEL CUERPO LIBRE (DCL). Es un grafico donde estan dibujadas todas
las fuerzas que actlan sobre el cuerpo analizado, debido a la accion que ejercen los
alrededores sobre él; pero no deben constar las fuerzas que realiza este cuerpo sobre los
demas.

TENSION (T). Es la fuerza que se realiza sobre una particula con ayuda de una cuerda

que se considerara inextensible y de masa despreciable. Una cuerda con estas caracteristicas
transmite integramente la magnitud de la fuerza aplicada.

83



3. DINAMICA. Teoria

FUERZA NORMAL (N). Cuando un cuerpo de masa m Se encuentra en reposo 0
movimiento sobre un plano, la componente perpendicular a las superficies en contacto de la
fuerza que realiza el plano sobre el cuerpo se llama fuerza normal.

FUERZA DE ROZAMIENTO (f;). Cuando un bloque A de masa m se encuentra en
reposo sobre una superficie horizontal rugosa y se le somete a la accién de una fuerza externa
horizontal F que tiene un modulo diferente en cada uno de los graficos sefialados a
continuacion, la fuerza que realiza la superficie horizontal (el piso) sobre el cuerpo tiene una
componente tangencial a los cuerpos en contacto, denominada fuerza de rozamiento que se
opone a la tendencia de movimiento o al movimiento del cuerpo, segun el caso.

Reposo Reposo
tendencia de
!\\l movimiento
A
A A
F=0 F >
fre ——
P vP
Figura 3-5 (a) Figura 3-5 (b)
Reposo Movimiento
. _—
Movimiento
inminente
A A
F —> F >
freméx <« _ frc < ]
vP lP
Figura 3-5 (c) Figura 3-5 (d)

Figuras 3-5 (a) - 3-5 (d) Diagramas del cuerpo libre de A
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Fpiso/a N

Figura 3-5 (e) Fuerza de rozamiento y normal
son componentes de Fpiso/a

Enla Fig.3-5 (a), la fuerza F vale cero por tanto el cuerpo no tiene tendencia a moverse
hacia ningun lado y la fuerza que realiza el piso sobre el bloque A, Fpisoa, €s la fuerza normal
(N) perpendicular a los cuerpos en contacto.

En la Fig. 3-5 (b), al tener F un valor diferente de cero, pero no suficiente para mover al
cuerpo, este adquiere una tendencia de movimiento hacia la derecha y la fuerza Fpisoa tiene
una componente tangencial de direccion contraria a F, denominada fuerza de rozamiento
estatica (f); la otra componente perpendicular al plano es la fuerza normal.

En la Fig. 3-5 (c), el valor de F es diferente de cero y capaz de llevar al cuerpo al
movimiento inminente (a punto de moverse), la componente tangencial de la fuerza Fiso/a, Ya
definida como fuerza de rozamiento estatica, toma su maximo valor y es proporcional a la
fuerza normal (fremax @ N).

En la Fig. 3-5 (d), la fuerza exterior F logra que el bloque se ponga en movimiento; en
este caso la componente tangencial de la fuerza Fpisoa Se llama fuerza de rozamiento cinética
y su valor se considera constante y proporcional a la fuerza normal (f;c & N).

Las proporciones anteriores se convierten en igualdades con los coeficientes de
rozamiento estatico y cinético respectivamente, cuyos valores dependen del material que
forma los cuerpos, del acabado de sus superficies (grado de rugosidad) y del estado de
movimiento inminente o de movimiento del cuerpo.

La fremax = e N Y frc = ucN donde  es el coeficiente de rozamiento estatico y s es el
coeficiente de rozamiento cinético. Para las mismas superficies en contacto s, > sz,

De lo anterior se determina que la magnitud de f,. es variable; que puede cambiar entre
los siguientes limites 0 <fre < e N, y que lafuerza f,. es practicamente constante.

Para comprender mejor el uso de la Segunda Ley de Newton, a continuacion se realizan
algunos ejemplos.

Ejemplo 1.Un bloque A de peso P, se deja caer libremente desde una altura h; como se indica.
Sin considerar la resistencia del aire y con ayuda de la segunda Ley de Newton demostrar que
P =mg.

La Fig. 3-6 muestra el diagrama del cuerpo libre de A, en las diferentes posiciones,

durante su caida. La Unica fuerza que actta sobre él es su peso P, si se considera que no existe
resistencia del aire.
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—@>
_v)

Y/

_———— ---}

Figura 3—6 Diagrama del cuerpo libre de A

Al utilizar la segunda Ley de Newton, se tendra:
>F =ma

Galileo encontré que la aceleracion que tienen los cuerpos en caida libre, es decir sin
considerar la resistencia del medio, es igual a la aceleracion de la gravedad g, entonces:

P=mg

El resultado de esta demostracion, P = mg, es muy importante porque no es necesario que el
cuerpo sea acelerado en caida libre para que P = mg sea valida.

Inclusive si el bloque se encuentra en reposo sobre una superficie cualquiera, su peso sera
P =mg y su masa m.

La influencia de la Tierra sobre el cuerpo A genera la aceleracion de la gravedad g, sin
embargo si el cuerpo se encuentra bajo la influencia de otro planeta, el peso del cuerpo sera P
=mgp, donde gp es la aceleracion de la gravedad en ese planeta.

Ejemplo 2. En el sistema de la Fig. 3-7, considere que el rozamiento entre todas las
superficies en contacto es despreciable, y determine la aceleracion de los cuerpos A y B.
Suponga que ma > mg.

Solucion. En el problema planteado se debe primero identificar las fuerzas que acttan
sobre los cuerpos A y B, reconocer si son constantes o variables y si los cuerpos pueden ser
considerados como particulas.

Para determinar las fuerzas que actGan sobre las masas puntuales A y B se debe identificar

a los cuerpos que acttan sobre ellas y conocer la fuerza que cada uno produce, siempre y
cuando la fuerza sea representativa.
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Figura 3-7 Sistema de masas A, B

El siguiente cuadro ejemplifica lo sugerido para el cuerpo A

Cuerpo actuante Fuerza aplicada sobre A
Tierra Peso (P)
Plano inclinado Normal (N)
Cuerda Tension (T)

Una vez identificadas las fuerzas que actuan sobre la masa puntual, se las representa en el
diagrama de cuerpo libre (DCL) Estos diagramas se indican en las Figs. 3-8 (a) y 3-8 (b)
para las masas puntuales Ay B.

Na T

Pa Pe

Figura 3-8 (a) DCL de A Figura 3-8 (b) DCL de B
De aplicar la segunda ley de Newton a cada una de las masas se tiene:
2Fa=mp an
2Fg =mgag
Para realizar el 2F se requiere expresar todas las fuerzas que actlan sobre un cuerpo con
los unitarios i, j, k para lo cual es necesario elegir un sistema de referencia adecuado y
realizar la descomposicion de las fuerzas que no coinciden con los ejes del sistema de

referencia como indican las Figs. 3-9 (a) y 3-9 (b). Para este ejemplo se toma x paraleloa T
en los dos casos.
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S <
o

Figura 3-9 (a) DCL de A Figura 3-9 (b) DCL de B
El valor de la tensién T en la cuerda que actla sobre los bloques A y B es el mismo por
tratarse de una cuerda de masa despreciable e inextensible.
La polea del sistema también es de masa despreciable, su tamafio no se toma en cuenta y
el rozamiento entre la cuerda y la polea es cero; en estas condiciones el Unico papel que

desempefia la polea es cambiar la direccion de la tension T que actla sobre Ay B.

Como en el eje y los dos cuerpos estan en equilibrio 2 Fy =0.

Al realizar la suma de fuerzas en el eje x para los cuerpos Ay B, se tiene:

magsen @ —T = maan

T— mggsen g = mgag

Si la cuerda que une A y B es inextensible, la distancia recorrida por cada uno de los
cuerpos en un mismo tiempo es igual; por lo tanto se puede deducir que aa = ag. Para facilitar
la solucion del problema las aceleraciones de los cuerpos se reemplazan por a.

Al resolver las ecuaciones anteriores se obtiene la aceleracién de los cuerpos
a=(mg gsen ¢—ma gsen &/(ma + mg)

Ejemplo 3. Un bloque de masa m se gira en sentido antihorario en una trayectoria circular,
localizada en un plano vertical, atado a una cuerda de longitud L alrededor de un eje fijo que
pasa por el extremo O de la cuerda. En un instante determinado el bloque pasa por el punto A
con una velocidad va como se indica en la Fig. 3-10, determine la tension de la cuerda en A.
No considere la resistencia del aire.

Solucidn. Para resolver este problema realizamos el diagrama de cuerpo libre en Ay se

elige el sistema de referencia x'y’, donde X" es el eje tangencial que pasa por Ay y™ el eje
radial que pasa por el centro de la trayectoria circular.
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Figura 3-10 DCL del bloque en el instante que pasa por A

Para plantear la ley de Newton es necesario descomponer las fuerzas en los ejes del
sistema de referencia elegido; en este caso mgsend se encuentra en el eje radial y~ mientras
gue mgcos@desta en el eje tangencial x.

La resultante de las fuerzas localizadas en el eje normal, dirigida hacia el centro de
curvatura se llama fuerza centripeta, normal o radial; de tal forma que la suma de las fuerzas

en este eje nos proporciona la fuerza resultante necesaria para que el cuerpo continle en la
trayectoria de radio L, asi:

2 Fca = Maca
T+mgsen & =maca

Esta fuerza resultante 2.F.a es igual a maca, donde aca €s la aceleracion centripeta en el
movimiento circular que se puede reemplazar por va? /L.

Al realizar la suma de fuerzas en el eje tangencial x’, la fuerza resultante mgcosé genera
la aceleracion tangencial ar, que hace disminuir la rapidez del cuerpo mientras esta subiendo
por la trayectoria.

2Fra = mar
mgcoséd = mar
gcosé =ar

Se puede observar que la magnitud de la aceleracion tangencial ar es variable porque
depende del angulo 6, entonces el movimiento de este cuerpo no es uniformemente variado.

De la ecuacion: T + mgsend= maca, la tension en la cuerda es igual a:

T =m (va?/L) - mgsend

89



3. DINAMICA. Teoria

Tercera Ley de Newton

De observaciones rutinarias en nuestras actividades diarias, se puede concluir que la
fuerza que actla sobre un cuerpo, es realizada por otro. Por ejemplo al patear un balon de
fatbol que esta en reposo 0 movimiento el cambio en su velocidad, tiene su origen en el
contacto del balon con el pie del jugador; de la misma manera, la fuerza que hace ingresar
un clavo en un bloque de madera viene del martillo con que se golpea, etc.

Si se pusiera mas atencion a acciones cotidianas como el presionar o estirar un resorte
con la mano, arrimarse a una pared apoyando la mano, halar un cuerpo por medio de una
cuerda, etc. nos dariamos cuenta, en tales casos, que simultdneamente a la fuerza que hacemos
sobre los objetos antes indicados, éstos también ejercen una fuerza sobre nuestra mano. Estos
fendmenos son los que explica la tercera ley de Newton al establecer que la existencia de la
fuerza esta ligada a la interaccion entre dos cuerpos A y B. Esto es, A realiza una fuerza (Fag)
que actla sobre B, y B realiza otra (F g/a) que actlia sobre A, como muestra la Fig. 3—-11.

Feia Far

Figura 3-11 Fuerzas de accion y reaccion

Por lo expuesto, en el ejemplo, del baldn se tendria que al interactuar el pie del jugador
con el balén, sobre este actla una fuerza producida por el pie del jugador que interactué con
él (F), pero sobre el pie del jugador actia una fuerza producida por el balon (F°), como
muestra la Fig. 3-12 (a). De igual manera en el ejemplo del clavo sobre él actia una fuerza
producida por el martillo (F1) y sobre este actla una fuerza producida por el clavo (F1™),
como muestra la Fig. 3-12 (b).

Figura 3-12 (b) Interaccién

Figura 3-12 (a) Interaccion pie- )
g (@) P martillo-clavo

balon

Lo expuesto se tormaliza en el enunciado de la tercera ley de Newton (ley de accion y
reaccion), misma que entre otras, tiene las siguientes expresiones:

e Siun cuerpo A ejerce una fuerza sobre un cuerpo B, entonces B ejerce una fuerza de igual
magnitud y direccion contraria sobre A, a lo largo de la misma linea de accion.

e Acada accioén corresponde una reaccion igual y opuesta.

En este punto es importante establecer las siguientes preguntas:
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. ¢ Qué caracteriza a un par de fuerzas de accion y reaccion?

. ¢Como determinar cual fuerza es la accion y cual es la reaccion?

. Cual fuerza se origina primero ¢la accién o la reaccion?

. Una vez conocida una de las fuerzas, la accién por ejemplo ;,como se determina la
reaccion?

. ¢Por qué no se anulan las fuerzas de accion y reaccion?

. ¢ Las fuerzas de accidn y reaccién producen aceleraciones iguales?

A OWOWN P

o Ol

La respuesta a la primera pregunta se puede extraer de la lectura detenida del primer
enunciado de la Tercera Ley de Newton esto es, las fuerzas actuan sobre cuerpos diferentes,
son de igual magnitud y tienen direcciones contrarias.

Para aclarar las dos preguntas siguientes, se debe indicar que el significado de los
términos accion y reaccion en la Tercera Ley no es el del lenguaje comun; esto es, que toda
reaccion se da luego de una accidn. Asi, el dejar de hablarle a un amigo es la reaccién a un
insulto que él realiz6. Primero me insultd - accién - y luego yo dejo de hablar con él -
reaccion -. El sentido fisico de la accidn y reaccidn es de simultaneidad. Las fuerzas de accion
y reaccion se realizan en el mismo instante de tiempo, por tanto no es importante a cual
Ilamo accidn y a cual reaccion.

Si se ha entendido que la accion y reaccién son el resultado de la interaccion entre dos
cuerpos A y B y que actuan en cuerpos diferentes - la una sobre Ay la otra sobre B - es facil
entender que al no actuar sobre un mismo cuerpo no pueden anularse y que si conozco que A
ejerce una fuerza sobre B, entonces la descripcion de la fuerza de reaccion es simplemente
que el objeto B ejerce una fuerza sobre el objeto A.

Ejemplo 4. Demuestre que el peso P de una caja que se encuentra en reposo y la fuerza
normal N que realiza el tablero de la mesa, sobre la que se encuentra, no son un par de

fuerzas de accidn y reaccion. N
A
-
(
P \ 4
Figura 3-13 (a) Sistema cuerpo - piso Figura 3-13 (b) DCL del cuerpo
L Z Nl

Figura 3-13 (c) DCL del piso
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Si la caja se encuentra en reposo por la segunda ley de Newton la suma de la fuerza Py N
dibujadas en la Fig. 3-13 (b) (generadas por la tierra y la mesa) es igual a cero.

P+N=0
P=-N

Pero no son par de accion y reaccidon de las que habla la tercera ley de Newton pues
actuan sobre el mismo cuerpo.

Si se quiere identificar la reaccion a la fuerza N realizada por la mesa sobre la caja, se
tendra que graficar la fuerza realizada por la caja sobre la mesa, esta corresponde a N; en la
Fig. 3-13 (c), esto indica que la reaccion a N es N; y no P.

Se sugiere que el estudiante como ejercicio encuentre cuél es la reaccion a la fuerza P

Finalmente, es importante recalcar que el par de accion y reaccion, son fuerzas que se
generan por interaccion entre cuerpos, este concepto no es aplicable a fuerzas obtenidas como
suma o descomposicion de otras.

Sugerencia: explique por que el caminar sobre hielo es mas dificil que en pavimento.

3.4 ECUACION IMPULSO — CANTIDAD DE
MOVIMIENTO LINEAL (CML), PRINCIPIO DE
CONSERVACION DE LA CML

Cantidad de movimiento lineal

De acuerdo con la segunda ley de Newton, se tiene que F = ma.

Con esta ecuacion, se puede caracterizar el estado dinamico de la particula, considerando
que esta, al acelerarse, parte con una velocidad inicial vo y, luego de transcurrido cierto
intervalo de tiempo At, llega a tener una velocidad v, es decir:

V=Vp+aAt. (3-4)
Despejando a de esta ecuacion y reemplazando en XF = ma se tiene:

YF=m(v-vq) /At

2F = (mv-mvp) /At

Al producto de la masa por la velocidad se denomina cantidad de movimiento lineal o
momentun lineal y se denota con p, es decir que:

p=mv (3-5)
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3.3 Leyes de Newton

y sus unidades son kgm/s.
Al reemplazar el valor de p en la ecuacion anterior se tiene:

YF=(p-po)/ At

Donde que p - po =Ap, con lo que:
XF = (Ap) / At (3-6)

Al despejar, en esta ecuacion, el valor de Ap, se tiene que:
TF At=Ap

Donde el valor ZFAt se define por el impulso lineal I, de tal manera que:
I=Ap (3-7)

Si se reemplaza en la ecuacion anterior el valor de Ap, considerando que la masa es constante,
se tiene que:

I =mv -mvg

Al analizar la Gltima ecuacion se concluye que el impulso no esté relacionado con la
aceleracién sino con la velocidad inicial y final; en cambio, cuando se dice F = ma, se habla
de cantidades instantaneas; la aceleracién instantanea estad relacionada con las fuerzas
actuantes sobre el cuerpo, en ese instante.

Esta diferencia es de gran importancia en los problemas en los que no se conoce como
varian las fuerzas; pero, si se conocen sus velocidades inicial y final. Un buen ejemplo sobre
esta situacion se produce en los choques, en los que no se sabe la magnitud de la fuerza que
ejerce un cuerpo sobre otro o de como cambian las fuerzas durante la colision.

El momentun lineal o cantidad de movimiento lineal proporciona mayor informacion que
la velocidad sobre las caracteristicas del movimiento, por el hecho de ser una cantidad
dinamica, por ejemplo, con este nuevo concepto facilmente se puede deducir que es mas
dificil detener o aumentar la velocidad de un camién cargado en movimiento, que la de uno
vacio, aun si la velocidad inicial fuera la misma para los dos.

Principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal
Ahora, es importante sefialar que si en la ecuacion TFAt = Ap se tiene que XF = 0,
entonces Ap = 0, lo que significa que p inicial sera siempre igual al final, para cualquier

intervalo de tiempo; es decir, p se conserva. Esta expresion representa el principio de
conservacion de la cantidad de movimiento lineal o momentun lineal.
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3.5 SISTEMAS DE PARTICULAS

Muchas situaciones en la fisica deben ser analizadas considerando un sistema de varias
particulas, a fin de comprender y analizar de mejor manera el comportamiento de elementos
méas complejos que una particula. Si se recuerda que una de las restricciones de las leyes de
Newton es que son aplicables a una particula, al querer analizar un sistema de particulas con
ellas, se debe superar dificultades como las de definir adecuadamente su posicion respecto a
un sistema de referencia, con lo cual muchas predicciones quedarian restringidas, y eso es
justamente lo que no se quiere.

Se define como sistema de particulas al conjunto de puntos o cuerpos materiales que
pueden interactuar entre si y también con cuerpos que no forman parte del sistema
considerado.

Centro de masa

Para evitar el andlisis independiente de cada una de las particulas del sistema, se crea el
concepto de centro de masa que permite representar idealmente toda la masa en una sola
posicion. Esta idea no solo es valida para una distribucién de masas sino también para cuerpos
extensos, como por ejemplo considerar la masa de la Tierra concentrada en su centro,
suponiendo que su masa se encuentra uniformemente distribuida.

Fisicamente, el centro de masa representa un punto en el que se puede asumir
concentrada toda la masa de un cuerpo para determinar el movimiento traslacional (lineal) del
mismao.

Por lo tanto la segunda ley de Newton para un sistema de varios cuerpos se puede escribir
de la siguiente manera:

F=M acm (3_8)

Sistema de dos particulas

Analice el sistema de particulas mas simple, que es el formado por dos masas m; y my,
asociadas mediante radios vectores ry y r,, como se indica en la Fig. 3-14.

y

ms m,

ra

Figura 3-14 Sistema formado por dos masas
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3.4 Sistemas de particulas y centro de masa

En este caso se debe suponer que la masa total serda M = m; + m, y que estara ubicada en
un punto Ilamado centro de masa, cuya posicion depende de ry y r», tal como se indica en
la Fig. 3—-15.

Figura 3-15 Posicién del centro de masa de un sistema de dos masas

Posicidn velocidad y aceleracién del centro de masa

La posicidn de esta masa M, que representa la masa total, se llamaréa rcy y viene dada por
la ecuacion:

'em = (1/M)(m1r1+m2r2) (3—9)

Es decir, en este punto, ubicado por el vector posicion del centro de masa se puede
suponer concentrada toda la masa M del sistema.

Ahora, si se supone gque cada una de las masas se mueve con cierta velocidad v; y vy, la
velocidad del centro de masa se podra determinar mediante la siguiente ecuacion:

Vem = (UM)(myvi+mavy) (3-10)
De igual manera la aceleracién del centro de masa viene dada por:

acm = (U/M)(mia+msay) (3-11)

Centro de gravedad

Es importante anotar tambiéen otro concepto que es el centro de gravedad, el mismo que
representa el lugar en donde se siente todo el efecto de la atraccion gravitacional. Se debe
indicar que el centro de masa no siempre coincide con el centro de gravedad, esto solo sucede
cuando un cuerpo se encuentra en un campo gravitacional uniforme, por ejemplo una regla en
equilibrio ubicada sobre un soporte, en este caso el centro de gravedad y el centro de masa
coincidiran con el centro geométrico de la regla, no asi en una montafa, el centro de masa y el
centro de gravedad no se encuentran en un mismo lugar, pues en este caso el campo
gravitacional no es uniforme desde la base hasta la cumbre de la montafia, el centro de
gravedad esta ubicado por debajo del centro de masa.
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3.6 TORQUE Y DINAMICA ROTACIONAL

Con el proposito de analizar los efectos que produce una fuerza resultante sobre un
cuerpo rigido (se entiende por cuerpo rigido aquel que no se deforma por la accion de una
fuerza y cuyas dimensiones fisicas y distribucion de masa no puede despreciarse en el analisis
del movimiento), se considera una varilla de masa despreciable, en la que se ha soldado una
masa en un extremo y gira sobre el otro, apoyada en una superficie horizontal sin rozamiento.
Sobre la masa soldada a la varilla actda una fuerza resultante horizontal F, como se muestra
en la Fig. 3-16.

Fseng b

Figura 3-16 Masa unida a una varilla que rota sobre una superficie
horizontal sin rozamiento

La masa, unida al extremo de la varilla, estd sometida a la accién de la fuerza T que sobre
ella realiza la varilla, de su peso y de la fuerza normal, que ejerce sobre ella la superficie
horizontal y lisa.

Al considerar un sistema cartesiano, en el que el eje x es paralelo a la varilla y el eje y
perpendicular a la misma, y al aplicar la segunda ley de Newton sobre la masa, soldada a la
varilla, se tiene:

En el eje x dirigido al centro de rotaciéon (normal):

T-Fcos =0 (mientras la particula contina en reposo)

En el eje y perpendicular al radio (tangencial):

Fsen ¢ =mar

ar = Fseng/m

si se reemplaza ar = ar, se tiene:
a=Fsen ¢/ mr

al multiplicar los dos miembros de la fraccion por r se obtiene
a = Frsen ¢/ mr? (3-12)
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3.5 Torque y dindmica rotacional

Es importante establecer que las expresiones Fr sen ¢ y mr® representan el médulo del
torque (7) y el momento de inercia o inercia rotacional de una particula (1), respectivamente.
El momento de inercia es una propiedad de los cuerpos para oponerse a ser acelerados
angularmente.

t=Frsen ¢

— 2
I particula = Mr

Torque
Al analizar detenidamente la expresion
Frseng =1

y aplicando la definicidn de producto vectorial de dos vectores F y r, que representan el valor
de los vectores fuerza y posicion del punto de aplicacion de la fuerza en, relacion al eje de
rotacion, se tiene que

T=rxF (3-13)

De esta expresion, se concluye que el torque es un vector, perpendicular al plano formado
por los vectores F y r, cuyo valor depende de la fuerza aplicada, de la posicion de su punto
de aplicacion respecto al centro de giro del cuerpo y el angulo formado por estos dos
vectores.

A fin de comprender mejor el concepto de torque, se plantea las siguientes preguntas que
deberan ser resueltas por el estudiante:

1. Si usted quiere abrir una puerta, aplicando con su mano la menor fuerza posible sobre la
perilla ubicada en el extremo de la misma, ¢con qué angulo en, relacion a la puerta, aplica
la fuerza? Explique su respuesta.

2. ¢Qué principio fisico se usa al afiadir un tubo al mango de una llave inglesa para aflojar
una tuerca, cuando esto no ha sido posible realizarlo ejerciendo la fuerza directamente
sobre el mango de la llave? Explique.

UNIDADES DEL TORQUE: En el S.1. las unidades del torque vienen dadas en mN.

Inercia rotacional o momento de inercia
Como se establecio anteriormente, la primera ley de Newton dice que todos los cuerpos

tienden a estar en reposo o moverse en linea recta, con velocidad constante. En la préctica
encontramos que existe una ley similar para la rotacion.
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Todo objeto en rotacion, permanece girando hasta que un agente externo (torque),
modifique dicho estado. De aqui, se puede hablar que un cuerpo en rotacion tiene cierta
“inercia de rotacion o0 momento de inercia”.

Para movimientos rotacionales en los cuales el eje de rotacion es fijo, el momento de
inercia es considerado como un escalar positivo y sus dimensiones son (ML?). Este caso
particular es el que se trata en el presente capitulo.

En ausencia de un torque neto o total, los cuerpos rigidos en rotacién permanecen en
rotacion con velocidad angular constante (sin aceleracion angular) y los cuerpos rigidos que
no giran permanecen sin girar.

A diferencia de la inercia de traslacion, que solamente depende de la masa, la inercia de
rotacion o momento de inercia depende tanto de la masa, como de su distribucion (o sea de su
geometria). Cuanto mayor sea la distancia entre la mayor parte de la masa de un objeto y el
eje alrededor del cual se efectla la rotacién, mayor sera su momento de inercia.

Los cuerpos que tienen la mayor parte de su masa hacia su periferia, una vez puestos en
rotacion, son mas dificiles de detener, que aquellos cuya masa esta mas cerca al eje, puesto
que tienen mayor inercia rotacional.

Como consecuencia de lo expuesto, una patinadora tiene gran inercia rotacional cuando
gira sobre una de sus piernas y mantiene los brazos abiertos y la otra pierna estirada en el aire,
por lo que rotara mas lentamente que cuando se encoge en posicién vertical. En posicion
vertical, con sus brazos pegados al cuerpo, la masa queda muy cerca del eje de rotacién por lo
gue disminuye su momento de inercia y aumenta significativamente su velocidad angular.

La inercia rotacional, respecto al eje de giro, por ejemplo, de un péndulo largo es mayor
que la de un péndulo corto. El pendulo largo es mas “perezoso”, por lo que se mueve, de un
lado a otro, més lentamente que un péndulo corto.

Como se establecid anteriormente, cuando toda la masa de un objeto se encuentra
concentrada a la misma distancia del eje de rotacion, como en el caso de una particula, el

momento de inercia es | = m r? Para el caso de un sistema de particulas que gira alrededor
de un solo punto “O”, como se muestra en la Fig. 3-17, el momento de inercia sera lo:
A

Figura 3-17 Sistema de particulas que gira alrededor del punto O
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3.5 Torque y dindmica rotacional

lo=Ma ra®+mg rg’ +mec rc? + mp rp’= =m; ri?  (3-14)
El subindice o expresa que todas las particulas giran alrededor del punto “O”.

Ejemplo 5. Cuatro pequefios cuerpos, considerados como particulas, estan unidos por barras
rigidas de masa despreciable, como muestra la Fig. 3-18. ;Cual es el momento de inercia del
sistema, respecto a un eje perpendicular al plano de la figura, que pasa por el centro
geomeétrico de la figura? Se conoce que ma =10g, mg=209, mc=309, mp=40g.

D
O o’ D
;
20cm b
40cm 20cm O
O O
C 40 cm B

lo=ma ra’+mg rg +mc rc’ + mp rp?
rh=rg=rc=rIp
Si el punto O coincide con el corte de las diagonales,
ro’ = (20°+20%) cm?® = 800 cm?, entonces:
lo = 10- 800 gcm? + 20-800 gcm? + 30-800 gcm? + 40-800 gecm?
= (10+20+30+40)-800 gcm? = 80.000 gcm?

UNIDADES DEL MOMENTO DE INERCIA O INERCIA ROTACIONAL: En el sistema
internacional son kgm®.

Inercia rotacional de cuerpos extensos

Para el caso de un cuerpo extenso (condicion a que pertenecen la mayor parte de los
cuerpos comunes), que no puede ser considerado como particula ni como un sistema de
particulas; pero si como una distribucion continua de masa, se utilizan procedimientos
matematicos adecuados, con los cuales se concluye que:

lo=cml?. (3-15)
Donde ¢ es una constante, que depende de la forma geométrica del cuerpo y de la posicion del
eje de rotacion seleccionado, que pasa por el centro de rotacion O, m la masa del cuerpo que

se encuentra en rotacion y | una dimension caracteristica del cuerpo.

A continuacion se presenta una tabla con las ecuaciones para el calculo de momento de
inercia de algunos cuerpos extensos.
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Objeto Formula
Péndulo simple I =mr’
Aro que gira alrededor de su eje normal | =mr’
Aro que gira alrededor de un didmetro | = Ymr®
Cilindro solido | = Yomr?
Varilla que gira alrededor de su centro de gravedad* | = ¥omL?
Varilla que gira alrededor de uno de sus extremos* | =1/3mL°
Esfera s6lida que gira alrededor de su centro | = 2/5mr*

* L: longitud de la varilla

Torque y aceleracion angular

Al reemplazar en la Ec. (3-12) los valores del torque, del momento de inercia y como el
torque es un vector, se tiene:

o=/l (3-16)

De esta ecuacion, se concluye que el torque produce una aceleracion angular a la
particula, en tanto esta gira soldada a la varilla a una distancia r del centro de rotacion; es
decir, en general, el torque es capaz de producir una aceleracion angular en el cuerpo, que
tiene el mismo unitario del torque y su valor es directamente proporcional al valor de este e
inversamente proporcional al valor de la inercia rotacional.

A partir de esta relacion se afirma que el torque es positivo cuando produce una
aceleracion angular en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj y negativo,
si la aceleracion angular es en sentido horario.

Ecuacion general de la dindmica rotacional

La Ec. (3-16) expresa que la aceleracion angular de una particula, que gira alrededor de
un eje fijo, es proporcional al momento de torsion que actla alrededor de ese eje o que el
momento de torsion, que actua sobre la particula, es proporcional a la aceleracion angular, y
la constate de proporcionalidad es el momento de inercia. Notese que t = la es el andlogo de
la segunda ley de Newton, F = ma, para la rotacion.

Dado que sobre un cuerpo rigido, usualmente, actian varias fuerzas y cada una de ellas
produce un torque, es necesario referir que el torque producido por todas las fuerzas, se
denomina torque resultante o neto, por lo que generalmente la Ec. (3—16) se expresara como:

a=31/1 (3-17)
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3.5 Torque y dindmica rotacional

Donde X T = Theto €S €l torque total, respecto a un eje de rotacion, que actda sobre el cuerpo
rigido; | es el momento de inercia del cuerpo rigido, sobre el cual actia el torque; y, a la
aceleracion angular del cuerpo rigido en rotacion.

La Ec. (3-17), por tanto, expresa que el torque neto respecto a un eje de rotacion es
proporcional a la aceleracion angular del cuerpo. EI momento de inercia es el factor de
proporcionalidad, el cual depende del eje de rotacion, del tamafio y forma del cuerpo,
basicamente.

Ejemplo 6. El volante, de radio R, masa M y momento de inercia I, se instala sobre un eje sin
friccion, como muestra la siguiente figura. Una cuerda ideal, enrollada alrededor del volante,
sostiene un cuerpo de masa m. Determine a) la aceleracion angular del volante, b) la
aceleracion de la masa suspendida y c) la tension de la cuerda de la que suspende el cuerpo.

S Q
L (i
vmg

Figura 3-19 Rotacién de un volante, de radio R.

a) Yt=la
Yt-tr=—-TRK
-TRk =la
a =— (TR k
b) ZFy=-T+mg=may=ma
a=(mg-T)/m

a=-[(mg-T)/m]j

c) Como la aceleracion de la masa suspendida es igual a la aceleracion tangencial, en un
punto de la periferia del volante, y dado que a = aR se tiene:

a=aR=TR¥1=(mg-T)/m
T =mgl /(I + mR?)

T=mgl/ (I + mR?) j
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Equilibrio rotacional

Si la velocidad angular de un cuerpo extenso (velocidad de rotacion), es constante, se
afirma que se encuentra en equilibrio de rotacion. Entonces un cuerpo en equilibrio de
rotacion es aquel cuya velocidad angular es constante, igual o diferente de cero.

Un ejemplo de este estado dinamico es el que tiene el plato de un tocadiscos al girar, no
asi los neumaticos de un auto cuando curva, pues aunque su rapidez se mantuviera constante,
el plano de rotacion del cuerpo rigido, en este caso el neumatico, no es constante y por tanto
la velocidad angular varia en direccion.

De lo anterior se concluye que la condicion del equilibrio rotacional es o = 0, de acuerdo
con esta condicidn en la ecuacion >t = 7a se concluye que >t = 0.

Es justo aclarar que el torque, que representa Xt, es el torque neto externo, esto es, la
suma vectorial de todos los torques ejercidos sobre el cuerpo, por las fuerzas externas a él. Es
por ello que, en forma general, se puede expresar la condicion para el equilibrio rotacional de
cuerpos segun la siguiente expresion:

Steq =0 (3-18)
Equilibrio total

Se dice que un cuerpo extenso esta en equilibrio total cuando no posee aceleracion, tanto
para su movimiento de traslacion, como para su movimiento de rotacion y por tanto cumple
simultaneamente con que:

SF=0 y Z1Te=0 (3-19)

Un ejemplo del movimiento de un cuerpo en equilibrio total es el que se genera al lanzar
un disco de jockey, a través del hielo (en ausencia de rozamiento). Su centro de masa C se
movera en linea recta, con velocidad lineal v constante, porque ¥ F = 0, y girard,
simultaneamente, alrededor de un eje vertical que atraviesa C con velocidad angular o
constante, porque X T =0.

Ejemplo 7. Si el sistema de la Fig. 3-20 se encuentra en equilibrio, determine el valor del
peso suspendido en A.

-
'T‘lOm 20 m | T

P
5 80 PAl l

Figura 3-20

Como el sistema esta en equilibrio de traslacion, se cumple que:

ZFExt = O
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3.5 Torque y dindmica rotacional

—PAj-Pj+Tj=0
Como, ademas, el sistema esta en equilibrio de rotacion, también se establece que:
2Texe =0
(<101i) x (-PAj)+ (201) x (-80j) =0
La solucion de estas ecuaciones indica que:
Par=160 N

T=240N

Cantidad de movimiento angular (CMA)

Asi como la ecuacion Xt = la es la contraparte rotacional de la expresion XF = ma, el
anélogo rotacional de la cantidad de movimiento lineal, p = mv, es la cantidad de movimiento
angular, J. Si un cuerpo rota, respecto al mismo eje fijo, con relacion al que se determiné su
momento de inercia |, sin cambiar la orientacion de su plano de rotacion, con una cierta
velocidad angular, o, su cantidad de movimiento angular es:

J=l® (3-20)

En este caso, como | es un escalar positivo, J esta en la misma direccion de ®. En
problemas de rotacién simples se puede considerar a J como un escalar positivo para las
rotaciones alrededor del eje en sentido contrario a las manecillas del reloj y negativo, en
sentido de las manecillas.

Si el sistema esta formado por una sola particula, entonces la cantidad de movimiento
angular se calculara con la expresion siguiente:

J=mr’ o (3-21)
Para un sistema formado por n particulas, que giran con la misma velocidad angular

J=(Mir? +mor? +..+mar?) w =T miri? (3-22)

UNIDADES DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR: En el sistema
internacional son (kg m?/s) y la dimensién [M L*TY].

Ecuacion impulso angular-CMA

El objeto de masa m, de la Fig. 3— 20, por efecto de un torque constante sobre él, varia su
velocidad angular del valor wg al valor w, en el tiempo At. Por tanto, se puede escribir:

103



3. DINAMICA. Teoria

Figura 3-20 Objeto de masa m, que rota a una distancia r,
del centro de rotacion fiio O.

Lrzla=1(0-wo)/At=(lo—lwg)/At.
Como la Ec. (3-20) establece J = lm, se tiene que:
Tt=J-Jo)/At
Zt=AJIAt
AJ=X1-At (3-23)
Esta ecuacion es el andlogo rotatorio de la ecuacion X F = Ap/At, donde X 7 - A t
representa el impulso angular.
Principio de conservacion de la cantidad de movimiento angular
Cuando el torque neto, X1, que actua sobre el sistema es cero, se tendra que AJ/At=0. En
este caso, la razon de cambio de la cantidad de movimiento angular es cero. Por tanto, el
producto | @ permanece constante en el tiempo; es decir, Jo = J.
La cantidad de movimiento angular del sistema se conserva cuando el torque externo neto

que actla sobre el sistema es cero. Es decir, cuando £ T = 0, la cantidad de movimiento
angular inicial es igual a la cantidad de movimiento angular final.

Cantidad de movimiento angular asociado al movimiento lineal
La cantidad de movimiento angular J tiene un significado independiente de la rotacion

real. Considere una particula A, de masa m, que se mueve con velocidad lineal constante e
igual a v por una linea recta como, se indica en la Fig. 3-21.
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3.5 Torque y dindmica rotacional

Figura 3-21 Cantidad de movimiento angular para el movimiento rectilineo
uniforme

La méaxima aproximacién de esta particula al punto fijo O sera cuando esta en P, a una
distancia r de O. En el instante que A pasa por P no puede diferenciarse de una segunda
particula idéntica B, que estaria girando alrededor de O en un circulo de radio r, ni en su masa
m, ni en su posicion r, ni en su velocidad tangencial v, ni en su velocidad angular o = v/r. Esto
permite asignar a A una cantidad de movimiento angular igual a la de B; esto es:

J=mr’* ® =mr v/r = mvr.

Puesto que A viaja con velocidad constante, no debe haber fuerza neta que actue sobre la
particula, consecuentemente no debe haber torque. Note que mvr es el producto de r por la
cantidad de movimiento lineal mv.

La ecuacion anterior conduce a una definicion mas completa de la cantidad de
movimiento angular. Tanto para el caso en el que no cambia el plano de rotacién como para el
que si varia el plano. Entonces J puede escribirse de la siguiente manera:

J=mrxv (3-24)

Para una sola particula, donde r es el radio vector de la particula desde el punto alrededor
del cual se calcula la cantidad de movimiento angular, y v es su velocidad. La cantidad de
movimiento angular también puede escribirse como:

J=rxp (3-25)
Para un sistema de n particulas puede generalizarse como:
J =2 rixpi. (3-26)
Donde r; es el vector posicion de la i-ésima particula, respecto al punto desde el cual se

calcula la cantidad de movimiento angular de la misma y, p; es la cantidad de movimiento
lineal de la i-ésima particula.
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3.1 Leyes de Newton

PROBLEMAS

3.1 LEYES DE NEWTON

1. En el sistema de la figura, el blogue, de masa m; = 10 kg, baja con rapidez constante,
cuando se aplica una fuerza F horizontal, sobre el bloque de masa m, = 25 kg. Si el
coeficiente de rozamiento entre m, y el plano horizontal es 0.6, determine F.

F
—_— My
mq
A
T
m;
W,
A 4
T-mpg=0
T=m;g=100 N
AN
F
_—m —
Wz\ fR
2Fx=0
F+T-fr=0

F=pumzg-T=0.6(25)10— 100 =50 N
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3 DINAMICA. Problemas

2. En el sistema de la figura no existe rozamiento entre el bloque B y el piso. Las masas de
los blogues Ay B son de 5 y 15 kg, respectivamente. Determine:
a) el valor del coeficiente de rozamiento, entre A y B, para que A no se mueva, con
respecto a B.
b) la aceleracion con la que se mueve A, con respecto al piso.
c) la fuerza que hace el piso sobre el bloque B.

F=80 N
A
60°
B
A
Na
Wa
v
F=maan
,uNA =Ma aa
M =Mpaa /NA
N, F=80N
60°
A+B

]

ZFX = Ma+g aax
80 c0s60° = 20 ax
ap =2 m/s?

a) p=>5(2/50)=0.2
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3.1 Leyes de Newton

b) aa=2m/s?
fr=10N
N, =W, =200 N
c) N2=200jN
Un ascensor que pesa 500 N sube verticalmente por un tanel sin rozamiento. El grafico
muestra la velocidad del ascensor contra el tiempo. Calcule la tensién del cable que
soporta al ascensor, durante el movimiento en los siguientes intervalos de tiempo.
a)l0a2s.

b)2a4s.
c)4abs.

v (m/s)

10 7777777

0 2 4 6 1)

De0a2s: aa=AV/At= (10— 0)/(2 - 0) = 5 m/s*
De2ads: apn=0

Ded4abs: ap=-5m/s

Wa

2Fy=maaay
T-Wa=5mjp

a) T=250+500=750N
XF,=0

b) T=Wa=500N
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3 DINAMICA. Problemas

T-Wa=-50x5=-250N
c) T=500-250=250N
4. En el sistema de la figura, A pesa 50 N, B pesa 20 N, F = 50 N y el coeficiente de

rozamiento entre A y la pared es de 0.2. Determine la magnitud y direccion de la fuerza
que ejerce B sobre A.

A
Nas
B
c B
A — We
2 %
l Ng/a
A 50 N
— DA
Na
Wg—-—Npag=2a
YFy =maa

Wa + Nga —fr=maa

a = (50 + Ngjs — 0.2x50)/5
Nag=20-2a
5a=50+(20—2a)— 10
7a=60

a=8.57 m/s®

Nga =20 -2x8.57=2.86 N
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3.1 Leyes de Newton

5. En el rizo de la figura, determine el valor de la fuerza normal cuando un cuerpo de masa
m se encuentra en el punto C. La rapidez en este punto es de 3 m/s.

A
v R/2

T
¥,

cos #=(R/2)/IR=0.5

6 =60°

Fc=mac

mg cos 60° + N=mv 4R
N =mv 2R —mg cos 60°

N=m(9/R-5)

@)

C
A e
C
N 60°
W
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3D

INAMICA. Problemas

3.2 IMPULSO-CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL

6.

112

Una particula, de 2 kg, es impulsada por una fuerza neta Fy, que varia con el tiempo
como se indica en la figura. A t =0 su velocidad vy es de 10 i m/s. Determine su
velocidad a t =5 s. Utilice la ecuacion impulso-cantidad de movimiento lineal.

Fx(N)

100

0 5 t @)

Apy = area del triangulo = 250 Ns

Apx =m (Vx —Vxo)

250 N s =2 Kg (Vx —Vxo)

125 m/s = vy —Vyo

Como el movimiento ocurre sobre el eje x, se tiene que:

125 = vy —Vyo

Si vy, = 10 m/s, entonces:

v =125i+10im/s=135im/s
Sobre un plano inclinado 30°, se patea hacia arriba un bloque de 0.5 kg, el mismo que se
detiene luego de recorrer sobre el plano una distancia de 8 m. El coeficiente de

rozamiento es de 0.4. ;Cual es la magnitud de la fuerza media requerida para patear el
bloque? Considere que el contacto entre el bloque y el pie durd 0.1s.




3.2 Impulso — cantidad de movimiento lineal

AB=8m; a=30°

Las componentes del peso en las direcciones x e y son:
Py =5c0s30°=4.33 N

Py=5sen30°=25N

Ahora:

N=Py=433N

La sumatoria de fuerzas a lo largo del eje x establece que:
2Fy=ma

—fr—Px=ma

—u(4.33)-25=05a

Despejando a, se tiene que:

a=-8.464 m/s’.

Con esta informacion se calcula la velocidad en A:

Vg = V24 — 2 a (AB).

Pero como vg = 0, se tiene que:

va =2 a (AB), con lo que va = 11.64 m/s

(VA _VOA)m )
At '

F =

pero Voa = 0; entonces:
F =(mva) /4t
Lo que da como resultado:

F=582N.
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3 DINAMICA. Problemas

8. Una persona de 50 kg que se encuentra sobre una balsa de 10 kg hala mediante una
cuerda un bote de 150 kg que se encuentra a 10 m de distancia. ;Cuantos metros se han
desplazado desde su posicion inicial, con respecto a tierra, el hombre y el bote cuando el
bote y la balsa se unen? Desprecie la resistencia del aire.

./

I e |
| L | |

X1 X2

La cantidad de movimiento lineal del sistema hombre-balsa-bote se conserva; por lo
tanto se tiene que:

Po = Ps
Como inicialmente todos estan en reposo, se tiene que las velocidades iniciales son cero,
por lo tanto p, = 0. Si el hombre y la balsa tiene una velocidad v; i y el bote tiene una
velocidad —v;, i, se tiene que:
60vyi—150v,i=0;
con lo que:
60 v; =150 vy,
y que despejando v, se tiene:
Vi, =25v,.
Ahora:
X1 =Vity xp=vy t
Despejando t de x, = vat, se tiene:
t= (X2/v2)
Este valor reemplazando en x1, da:
X1 = V1 (X2/v2)
Pero como (v1/v,) = 2.5, se tiene que:
X1 =2.5 X2

Ahora bien, x, = 10 — x1; que reemplazado en la ecuacion anterior se tiene:
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3.2 Impulso — cantidad de movimiento lineal

X1=25 (lO - Xl).
Resolviendo esta ecuacion se tiene que Xx; =7.14 m, y consecuentemente x, = 2.86 m.

9. Una particula de 2 kg de masa se mueve a lo largo del eje x bajo la accion de una fuerza
neta Fx cuyo comportamiento en el tiempo se muestra en la figura. A t=0 s la particula se
movia con una velocidad de - 4 i m/s. Determinar:

a) ¢qué representa el area bajo la curva F contra t?
b) la velocidad de la particulaa t=5s,
c) la fuerza media que actta sobre la particulade 0 a 5 s.

/7

Fx (N) 7

10

0 2 6 (s)

a) El &rea bajo la curva Fy contra t, representa el impulso.
b) El &rea del trapecio es:

_ (B+b)h
2

A

donde B es labase mayor; b es la base menor y h esla altura del trapecio, con lo que el area
seré:

_ (5+3)10

A =40N s

Apx =m (Vx —Vox) ,
como m =2 kg y sabiendo que Ap =40 i, entonces:
20 = vy — Vo
Como v, =—4 1, se tiene que:
20i+(-4i)=v,conloquev=161

c) F=(40/5)i,quedaF=8iN
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3 DINAMICA. Problemas

10. El grafico representa las condiciones inicial y final de la colision entre un camién de 4
toneladas y un automdvil de 1 tonelada, que se desplazan entrelazados luego del choque.
Determine la relacion entre las magnitudes de sus velocidades iniciales. Desprecie la
friccion.

Vi

Veo 300

Y

Vao

De la conservacion de la cantidad de movimiento lineal se tiene:
McVeo + MaVao = (Me + My)Vs
Como:
Vs = Vs (c0s30° i + sen30° j).
Por lo tanto:
4V, i+ Vg j =5 Vi (€0s30° i + sen30° j).
Igualando los coeficientes de cada vector unitario se tiene:
4 V¢, =5 Vs c0s30°
Vao = 5 vf sen30°
Dividiendo las dos ecuaciones se tiene:

Moo _ cot30°

ao

y finalmente haciendo la relacion entre las dos velocidades se tiene:

\'

co

\Y

_ cot30 0433

ao
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3.3 Torque — equilibrio del s6lido

3.3 TORQUE. EQUILIBRIO DEL SOLIDO

11. En la figura, los vectares posicion, velocidad y fuerza, estan contenidos en el plano xy.
Determine el torqu y la fuerza con respecto a O.

y

10m v=10m/s

En el triangulo rectangulo se determina el brazo de momento d, asi:
d =10 cos 60° =5 m.

Aplicando la ecuacion del torque , se tiene:
Tro=0F=5%x2=10

La direccion del torque se determina aplicando la regla de la mano derecha y de esta
forma se ve que es k, luego: trp = 10k (MmN )

Otra forma:
ro =10 (cos 30°i +sen 30°j) = 8,66i+5jm

F=2(cos60°i+sen60°j)=i+173jN

Tro =T F
i ] K
o =|866 5 0 |=(15-5k=10kmN
1 173 0
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3 DINAMICA. Problemas

12. La barra AB de la figura es homogenea, tiene una masa de 28 kg, y una longitud | y en su
extremo soporta un blogue de masa m = 3.6 kg. Si el sistema esta en equilibrio, determine
la tension del cable que esta sujeto a la pared. EI angulo entre la barra y la cuerda es de
90°.

Si se separa a la barra del sistema y se hace su D.C.L.

Se escoge el punto A, para determinar el torque de cada una de las fuerzas teniendo como
sentido positivo el antihorario. EI sumatorio de torques (torque neto) se iguala a cero ya que
el sistema esté en equilibrio, para determinar T, asi:

2TA=0
T1-361cos37°-280x0.5¢c0s37°=0
T-28,75-11181=0

T = 140,56

T =140,56 (—sen 37°i+cos37°))

=_8459i+112,26 N
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3.3 Torque — equilibrio del s6lido

13. El hombre A de la figura pesa 888 N y B pesa 600 N. ¢;Hasta donde debe caminar el
hombre B, para que la viga empiece a levantarse del apoyo 1? ;Cudl es la reaccion del

apoyo 2 en ese instante? El peso de la viga es 250 N.

A B

1m 1m 2m
Se separa la viga del sistemay se hace su D.C.L.
Pn  Pr Ps

Se escoge el punto 2 para calcular el torque de cada una de las fuerzas; teniendo como
sentido positivo el antihorario.El sumatorio de torques se iguala a cero ya que la viga esta en

equilibrio, para determinar Xx.
(("‘) 212 =0
Pax1-Pgx= 0

X =Pax 1/ Pg = 888/600 =1,48 m

B debe caminar 1,48 m a la derecha desde el punto 2.

Como la viga esta en equilibrio; también se tiene que:
ZF, =0

N2—PA—P\/—PB:O

N, =P, + Py + Pg =888+ 250+ 600=1738 N
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3 DINAMICA. Problemas

14. Calcule la maxima distancia d a la que puede subir por la escalera una persona de 500 N.
La pared es lisa y el piso ofrece una fuerza de rozamiento estatica maxima de 300 N.

4m d

_-Bm

Se separa la escala del sistema y se hace su D.C.L.

y

— Np

Py l t Ns

Lo

fre A X

Como la escalera esté en equilibrio se tiene que:
ZFx=0; Np—-fe=0; fe=Npy=300N
2Fy=0; Ns-Pn=0; Ns=P,=500N

((+) Ya=0
Np 4—Pn dcos 6=0
300x4-500d3/5=0
d =1200/300 =4 m
15. Una viga uniforme de 50 kg y longitud L se encuentra en reposo por la accion de una
fuerza F, como indica la figura. Determine:

a) el modulo de la fuerza F.
b) la reaccion total en el pasador colocado en el punto A.

AF
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3.3 Torque — equilibrio del s6lido

A

60° F

A

=0

FxL-Psen60°L/2=0

F -500/2 x 0.866 =0

F=2165N

TF¢=0

F cos 60°-R, =0

Rx =216.5 x 0.5=108.25 N

SFy, =0

Ry + Fsen60°-P =0

Ry =P —F sen 60° =500 - 216.5 x 0.866 = 312,5 N

R=-108.25i+3125 N
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3 DINAMICA. Problemas

3.4 DINAMICA ROTACIONAL

16. El sistema de la figura se suelta a partir del reposo. Determinar la rapidez de cada blogue
en el instante en el cual el blogue B llega al suelo.

AR
P ma = 20 kg
\-/ mg = 30 kg
mp =5 kg

R=0.1m

Im

Primero se hace el diagrama de cuerpo libre de los dos bloques y la polea.

T
ATe
TA V. TB
Ta -
M
mag W W Meg

Si se considera inextensible a la cuerda la aceleracion de los dos bloques es igual:
da = adg = a.
Si se aplica la segunda ley de Newton a los bloques A y B se obtienen las ecuaciones
mgg—-Tg=mga y Ta—Mag=maa,
las cuales, si se sustituyen en ellas los valores de las masas, se convierten en

300-Tg =304, (1)
Ta—200 =20 a. ()

Por lo pronto se tienen dos ecuaciones con tres incognitas. Una tercera ecuacion la se
obtiene aplicando la ecuacion de la dinamica rotacional
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3.4 Dindmica rotacional

o=lo

a la polea. Si se calculan los torques con respecto al eje de la polea y si o es el momento de
inercia de la polea con respecto a su eje se obtiene la ecuacion:

TeR=TaR=lo.=%mp Rzgzl/zmpRa,

Te=Ta=Y2mp a,
la cual, una vez que se sustituyen valores, se convierte en
Tg—-Ta=25a. (3)

Una vez resueltas las ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene el valor de la aceleracion de los
bloques:

a=1.9mj/s%

De la ecuacion

2

2
V,, =Vt 2a,Ay
se obtiene la velocidad vy, con la cual llega el bloque B al suelo:

Vyo = 4/2(-1.9)(-1) =1.95mfs.
17. Un volante homogéneo vertical de 2 kg de masa esta sometido a la accion de las fuerzas
indicadas en la figura. Determinar la aceleracion angular del volante.

10N

d=5cm
R=20cm
12N

12N

El momento de inercia del volante con respecto a su eje O es
lo =% mp R =% 2 kg 0.2° m? = 0.04 kg m?.
La ecuacion de la dinamica rotacional

Z’Co=|oa
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3 DINAMICA. Problemas

aplicada al volante resulta en
-10x 0.2k +12 x 0.2 k—12 cos 30° x 0.05 k = 0.04 a,
de donde se obtiene la aceleracion angular del volante:
o =—2.82 k rad/s>.
18. Un esmeril de 1.4 kg de masa tiene la forma de un cilindro homogéneo de 0.2 m de radio.
El esmeril adquiere una rapidez angular de 1800 rps a partir del reposo en un intervalo de
6 s y con una aclaracion angular constante. Calcule
a) la magnitud del torque entregado por el motor,
b) la magnitud de la fuerza tangencial que es necesaria aplicar al esmeril para detenerlo
en un intervalo de 5 s, suponiendo que en el instante 6 s se apaga el motor.
a) El momento de inercia del esmeril con respecto a su eje es
=% mR*=1% 1.4 x 0.2%=0.028 kg m?.

La velocidad angular del esmeril en el instante 6 s es

0=1800 "V 2 " _geg1 .15 0
S rev S

La aceleracion angular del esmeril es

o= @70 906115 g 5 5prad
At S

El torque neto entregado por el motor es

5 r=1 a=0028 kg m? x 9435239 = 0.26 m N,
S

b) La aceleracion angular del esmeril en el intervalo de los 6 salos 11 s es

_0-o —5661.15 rad

a =-1132.2—
At 11-6 S

El torque neto que produce esa aceleracion angular es

rad
SZ

T r=1a=0028kgm?x —1132.2 =-31.7mN.

Por otro lado, el torque neto es igual a

)y T:—FT R,
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3.4 Dindmica rotacional

de donde se obtiene que

Fr=——SL/MN_15g5N.

0.2m

19. Una varilla uniforme de masa m y longitud L se suelta desde la posicion vertical. La
varilla comienza a girar alrededor de un eje fijo horizontal liso que pasa por su extremo
inferior. Se conoce que el momento de inercia de la varilla con respecto a su centro de
masa es 5 m L2. Calcular la aceleracion angular de la varilla en el instante en el cual pasa

por la posicién horizontal.

Se va a necesitar el momento de inercia de la varilla con respecto al eje de rotacion:
lo=lcu+m (5f = LmL?+ & mL?= { mL2
Se necesitard también el valor de x, que se deduce de la geometria de la figura:

X= Lsen AG.
2

Se aplica ahora a la varilla la ecuacion de la dinamica rotacional:

ZTo:|00£,
xmg=1mL’®gq,
Jz-senAemg:%mLza,

de donde se obtiene el valor de la aceleracion angular de la varilla cuando A@= 7/ 2 rad:

20. Calcular la magnitud de la aceleracion centripeta de una particula situada en el borde de
la polea de la figura 3 s después de abandonar el sistema desde el reposo.
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3 DINAMICA. Problemas

' R=05m
mp = 4 kg

my =1Kkg
mg = 2 kg

o]

Se comenzara haciendo los diagramas de cuerpo libre de la polea y de los blogues:

T
ATe
TA V. TB
Ta 5
A
Mag W ¥ Meg

El momento de inercia de la polea con respecto a su eje de rotacion es
lo=Yamp R*=%4x0.5*=0.5 kg m?.

Debido a que la cuerda es inextensible, las aceleraciones de los bloques son iguales:
da = adg = a.

Todos los puntos de la cuerda que une los dos bloques tienen la aceleracion a. Como dicha
cuerda no desliza con respecto a la polea, los puntos exteriores de la polea tienen la
aceleracion tangencial igual a a. Por lo tanto, la aceleracion angular de la polea es

a=alR.
La segunda ley de Newton aplicada a los bloguesda las ecuaciones
Ta-mag=mpa y Mg g—Tg =mg 3,
las cuales, si se sustituyen en ellas los valores de las masas se convierten en

Ta-10=1a. 1)

126



3.4 Dindmica rotacional

20-Tg=2a, (2)
Ademas, la ecuacioén de la dinamica rotacional
2To = |o (04

aplicada a la polea y calculando los torques con respecto al eje de la poleada la expresion:
TeR-TaR=la=%mp R ;:1/2mpRa,

Te-Ta=la=%mpa=%4a=2a. (3)

Resolviendo las ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene el valor de la aceleracion tangencial a
de los puntos situados en el borde de la polea:

a=2m/s,
de donde se obtiene la aceleracion angular

a 2m/s’

_ rad
R 05m s? '

con la cual se puede obtener la velocidad angular de los puntos del borde de la polea en el
instante 3 s:

0=y +ant=0+4"935-12"¢
S S

y, finalmente, la aceleracion normal de dichos puntos en el instante 3 s:

» rad
2" —

ay=cfR=122" 05m=72"1
S
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CAPITULO 4

FUERZA ELECTRICAY
GRAVITACIONAL

4.1 FUERZA GRAVITACIONAL

Leyes de Kepler del movimiento planetario

Los movimientos de las estrellas y los planetas, respecto a la Tierra, han sido observados
y registrados desde muchos siglos atras. Con base en estas observaciones se han elaborado
diferentes modelos del sistema Solar. Asi, por el afio 140 d. C., el astronomo griego Claudio
Ptolomeo publicd un modelo del universo, con la Tierra en el centro y el Sol y las estrellas
girando, en circulos simples, alrededor de ella; mientras que, los demés planetas giraban
alrededor de la Tierra por trayectorias mas complejas, formadas por pequefios circulos,
Ilamados epiciclos, superpuestos sobre otros circulos mayores, lo que daba como resultado
que los planetas giren alrededor de la Tierra por érbitas elipsoidales.

Este modelo geocéntrico fue aceptado durante catorce siglos, puesto que, en 1543, fue
reemplazado por el modelo heliocéntrico del astronomo polaco Nicolas Copérnico (1473 —
1543); mas simple, pero sumamente controversial, ya que segun este, el Sol y las estrellas
estaban en reposo en el universo, mientras que la Tierra y los demas planetas giraban en
circulos, alrededor del Sol.
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4. FUERZA GRAVITACIONAL Y ELECTRICA. Teoria

Hacia fines del siglo XVI, el astronomo danés Tycho Brahe estudio los movimientos de
los planetas y realizd observaciones y mediciones (con tan solo un sextante bastante grande y
un compas, ya que por ese entonces todavia no se habia inventado el telescopio) de sus
Orbitas, asi como de sus periodos de orbitacion, con un grado de precision admirable.

Luego de 16 afios de analizar y comprobar los datos dejados por Tycho Brahe, el
astronomo aleman Johannes Kepler, que habia sido su discipulo durante un corto tiempo,
descubrié que habia ciertas regularidades, que se resumen en tres enunciados conocidos como
leyes de Kepler y que se transcriben a continuacion:

1. Todos los planetas se mueven en orbitas elipticas, con el Sol situado en uno de sus
focos.

2. El radio vector, trazado desde el Sol hasta cualquier planeta, barre areas iguales en
intervalos de tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo orbital de cualquier planeta es proporcional al cubo de la
distancia media del planeta al Sol.

Primera Ley de Kepler

En su primera ley, Kepler indicd que las oOrbitas de los planetas son elipticas y que, por
excepcion, serian circulares. Esta idea contradecia totalmente a los cientificos de ese entonces,
quienes creian que las oOrbitas perfectamente circulares de los planetas reflejaban de alguna
manera la perfeccion de los cielos.

Vale la pena revisar rapidamente la geometria de la elipse para comprender mejor el
modelo orbital, planteado en esta primera ley. Una elipse, como la de la Fig. 4—1, se puede
entender como el lugar geométrico de todos los puntos, para los cuales la suma de las
distancias desde dos puntos llamados focos, F1 y F», es constante; es decir, F1M + F,M = cte.
Estos focos estan a una misma distancia ¢ del centro O de coordenadas. La distancia a se
Ilama semieje mayor y la distancia b se Ilama semieje menor. Si los focos coinciden en el
centro O, c es igual a cero, a es igual a b y la elipse se convierte en una circunferencia.

Lo que diferencia a una elipse de otra es su excentricidad e, definida como la relacion e =
c/a, en donde e va a ser siempre menor que 1. Un valor pequefio de e indica que se trata de
una elipse en la cual a y b son muy parecidos y, por lo tanto, la elipse no es muy diferente a
una circunferencia. En el limite, si la excentricidad e = 0 significa que ¢ = 0 y, por lo tanto, la
curva es una circunferencia.

Figura 4—1. Elipse
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4.1 Fuerza gravitacional

Las excentricidades de las drbitas planetarias varian en un amplio rango, en el sistema
solar. Asi por ejemplo, la excentricidad de la orbita de Pluton es de 0.25, la mayor de los
nueve planetas, mientras que la excentricidad de la orbita de la Tierra es 0.017. En este caso
se puede asumir que su trayectoria es practicamente circular. Con excepcién de Mercurio y
Pluton, el resto de planetas tienen excentricidades muy pequefias, como la de la Tierra, lo cual
permite asumir, para ciertos fines, que sus érbitas son casi circunferencias. Esto fue lo que
considerd Newton para llegar a la ley de la gravitacion universal.

Segunda ley de Kepler
La Fig. 42 representa, esquematicamente, la segunda ley de Kepler. El area barrida por

el radio vector de determinado planeta, en el intervalo At, entre los puntos A y B, es igual al
area que barre el mismo radio vector, entre los puntos C y D, en el mismo intervalo At.

Figura 4—2. Area barrida por el radio vector de un planeta

Esta segunda ley se puede demostrar con base en el principio de conservacién de la
cantidad de movimiento angular y en la geometria de los movimientos de los planetas
alrededor del Sol. Si se toman intervalos de tiempo, At, pequefios, el arco recorrido por un
determinado planeta seria practicamente igual a la magnitud del desplazamiento realizado. A
su vez, este desplazamiento es igual al producto de la velocidad que tiene el mencionado
planeta por el intervalo de tiempo, At. Entonces, de acuerdo con los fundamentos vectoriales,
el area barrida por el radio vector r, sera igual a la mitad del mddulo del producto vectorial
entre los vectores posicion y desplazamiento del planeta en cuestion. Es decir,

Area=1/2 | rx Ar | =172 | r x vAt | , que se puede escribir como:

Area=1/2 | r><v| At.
Por otro lado, la fuerza gravitacional que ejerce el Sol sobre el planeta esta siempre dirigida
hacia el centro del Sol; es decir, es una fuerza central. En consecuencia, la cantidad de
movimiento angular del planeta, respecto al centro del Sol, va a permanecer constante. ES

decir:

L=mr xv=cte. (4-1)
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Por lo tanto: | rx v| =cte. /my en consecuencia:
Area = 1/2 (cte. /m) At,
si 1/2 (cte./m) = K, entonces:
Area = K At. (4-2)

Por lo tanto, si el intervalo de tiempo considerado es el mismo, el area barrida por el radio
vector del planeta sera siempre la misma.

Esta segunda ley también permite concluir que los planetas no se mueven con la misma
rapidez a lo largo de sus Orbitas elipticas, pues, para que las areas sean iguales, un
determinado planeta tiene que recorrer un mayor arco, cuando esta méas cerca al Sol, que
cuando estd mas lejos del mismo, en el mismo intervalo de tiempo. En consecuencia, los
planetas se mueven mas rapido cuando pasan por el perihelio (punto méas cercano al Sol), y
menos rapido cuando pasan por el afelio (punto mas alejado del Sol).

Tercera ley de Kepler

Como ya se mencion0 anteriormente, debido a que las excentricidades de las orbitas, de
la mayoria de los planetas, son muy pequefias, pueden ser consideradas circulares. Esta
consideracién permitio a Kepler establecer que la relacion entre el cubo de la distancia al Sol,
R® v el cuadrado del periodo orbital, T es exactamente la misma para todos los planetas, es
decir, no depende de las propiedades de ellos sino mas bien de las caracteristicas del objeto
que hace de centro de rotacion, esto es, del Sol. Por esta razon, a esta relacion se le llama Ks.

3
L
T (4-3)

Con base en esta tercera ley, mas adelante se verificara lo que Newton habia planteado
inicialmente: las fuerzas entre los planetas obedecen al inverso del cuadrado de la distancia
entre ellos.

Deduccion de la ley de la gravitacién universal

Si se considera que los planetas se mueven en orbitas circulares, la aceleracidn centripeta
de cualquier planeta se puede calcular por la formula:

dc = a)ZR
27
como w=—-
T
entonces queda que:

ac:ﬁR

T (4-2)
Se sabe por la tercera ley de Kepler, que:
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5 K
T . de donde:

1
LI (4-5)
De lo anterior se obtiene que:

4K
R® (4-6)

Esto significa que la aceleracion de cualquier planeta es independiente de su masa e
inversamente proporcional al cuadrado del radio de su orbita. Por la segunda ley de Newton,
la fuerza que le imprime al planeta esta aceleracion es:

47° K

F=ma=m =7

(4-7)

Es decir, la fuerza que actua sobre cualquier planeta es directamente proporcional a su
masa e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al Sol.

De acuerdo con la tercera ley de Newton, la fuerza con que el Sol actla sobre el planeta
es de la misma magnitud y de direccion opuesta a la fuerza con que el planeta actda sobre el
Sol. Si M es la masa del Sol, esta Gltima fuerza puede escribirse como:

4r* K

F'=M—;
R (4-8)

Como F = F’, se pueden igualar las Ecs. 47 y 4-8:

47K 47%K'
m =

R® M R?
Queda:
2 AV4l
4dz°K _ 4K _G
M m

donde G es la constante gravitacional y por consiguiente:
A7° K =G M (4-9)

Sustituyendo la Ec. 4-9 en la Ec. 4-7, queda:

mM
I,2

F=G
(4-10)
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Esta Ultima es la expresion matematica de la ley de la gravitacion universal si se admite la
existencia de un campo gravitatorio para todos los cuerpos, la ley de Newton puede
generalizarse para todos los cuerpos del universo enunciandola asi: “Dos cuerpos
cualesquiera del universo se atraen mutuamente con una fuerza que es directamente
proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que existe entre sus centros.”

Las fuerzas con que se atraen las dos masas son un par de accion y reaccion. La primera
masa ejerce una fuerza de atraccion sobre la segunda, que esta dirigida hacia la primera; en
cambio, la segunda masa ejerce otra fuerza de atraccién sobre la primera, que esta dirigida
hacia la segunda

e F,;: Fuerza ejercida por m sobre M
e Fi,: Fuerza ejercida por M sobre m

A

Figura 4-3

El valor de la constante de gravitacion universal G fue determinada por Henry Cavendish,
quien usé una balanza de torsion y encontro que:

2
G =6.668x101 N1
Kg

Aplicaciones de la ley de la gravitacion universal

Con la ley del inverso del cuadrado de la distancia, Newton calcul6 el periodo de la érbita
de la Luna, usando valores generalmente aceptados para la fuerza de gravedad, en la
superficie de la Tierra y para el radio de la Tierra. Su resultado, 29.3 dias, distaba mucho de la
realidad; el periodo observado es de 27.3 dias. Cuestion que lo desanimd, pero con factores
mas exactos se pudo comprobar que la ley operaba en rigor.

Newton compar0 la aceleracion centripeta de la Luna con la aceleracion de la gravedad
9=9.8 m/s®. La aceleracion centripeta de la Luna es a. = v¥/r = 4z %r/T? conr = 3.84x108mYy
T =28 dias = 2.36x10° s, se obtiene a. = 2.72x 10 m/s®. Por consiguiente,

£ = 3602 ~ (60)°
L

3
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4.1 Fuerza gravitacional

Como el radio de la Tierra es 6.37x10° m y el radio de la 6rbita de la Luna es 3.84x10% m, se
tiene:

(r/R)? = (384/6.37)% = (60)°.
Por tanto,
(9/ac) = (r/R)?

Las aceleraciones de ambos cuerpos estan en razon inversa del cuadrado de las distancias
medidas desde el centro de la Tierra.

A continuacion, se analizan algunas de las aplicaciones de la ley de Newton de la
gravitacion universal.

Aceleracion gravitacional independiente de la masa de un cuerpo

El peso de un cuerpo es la fuerza dirigida hacia el centro de la Tierra, que ejerce el
planeta sobre el cuerpo. Esta fuerza se puede atribuir a la gravitacion universal. Debido a que
la Ec. 4-10 se aplica con esferas o puntos masicos, se puede aplicar si se asume que la masa
de la Tierra M, se encuentra concentrada en su centro y si las dimensiones del cuerpo son
pequefias, comparadas con el radio de la Tierra, R. La Ec. 4-10 indica que la atraccion
gravitacional de la Tierra sobre el cuerpo es:

mM

R2

F=G

donde m es la masa del cuerpo. Pero, esta fuerza es la que se conocia como el peso del cuerpo,
P =mg,

Igualando F y P se tiene:

G mlz/l:mg
R 0
g=G M

R2
Por lo tanto, la aceleracién de la gravedad no depende de la masa del cuerpo que cae.

Determinacién de la masa de la Tierra

Los experimentos han demostrado que cualquier cuerpo, que cae libremente en las cercanias
de la superficie terrestre, sufre una aceleracién hacia el centro de la Tierra que es igual a
9.8 m/s®. De acuerdo con las leyes del movimiento desarrolladas por Newton, esa aceleracién
implica la existencia de una fuerza constante, que proviene de la interaccion del cuerpo en
caida libre con nuestro planeta.
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La fuerza que actua sobre el cuerpo se llama peso y puede ser calculada multiplicando su
masa por la aceleracién, con la que esta cayendo. Por otra parte, la fuerza de atraccion
gravitacional F, que actla entre el cuerpo de masa my la Tierra, puede ser calculada mediante
la ley de gravitacion universal, que en su forma matematica se expresa como:

mM

F=G 2

La masa de la Tierra es M, que es la cantidad que se va a determinar y r es la distancia
que separa a las dos masas. Igualando el peso, del cuerpo de masa m, con la fuerza de
atraccion gravitacional que él sufre por la presencia de la masa terrestre se tiene que:

mM;
2
T

mg =G

donde R+ es el radio de la Tierra, ya que esa distancia es la que separa a ambos cuerpos, pues
Newton demostrd que es correcto considerar que toda la masa terrestre esta concentrada en su
centro. De esta Gltima ecuacion se tiene que:

2

gR,

My = =2

Como la aceleracion de la gravedad g, que sufre el cuerpo de masa m es igual a 9.81 m/s2
y como ya se ha determinado que el radio terrestre R+ mide 6 400 km, sustituyendo esos
valores en la ecuacion anterior y realizando las operaciones correspondientes se tiene que:

M = 6.0 x 10?* kg.

Alteraciones de las orbitas de los planetas

Aunque las Orbitas planetarias estan relativamente bien descritas por las leyes de Kepler,
de acuerdo con la Ley de la gravitacion universal habran perturbaciones producidas por la
presencia de otros planetas en el sistema solar y de los satélites naturales. Estas
perturbaciones, proporcionales al cuadrado de sus distancias mutuas, hacen que el camino de
los planetas oscile alrededor de una elipse media.

Si los planetas fueran mucho mas masivos o si estuvieran mucho méas proximos entre si,
su movimiento no podria ser descrito, ni siquiera en una primera aproximacion, por las leyes
de Kepler (obtenidas de la Ilamada aproximacién de dos cuerpos, que en este caso son el Sol y
el planeta). Habria que resolver el denominado problema de N cuerpos, donde N se refiere al
Sol, el planeta y los otros cuerpos que perturban. Los movimientos resultantes serian muy
complejos.
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4.2 Fuerza eléctrica

Descubrimiento de Neptuno y Plutén

La aplicacion de la ley de la gravitacion universal de Newton permitié descubrir dos
planetas Neptuno y Plutén, demostrando asi su capacidad, no solamente de explicar los
fendmenos observados, sino también su enorme poder predictivo.

El descubrimiento de un cuerpo celeste, a 4 mil millones de kilometros de la Tierra,
mediante un simple calculo matematico, representa un hito fundamental en la historia de la
ciencia. Desde fines del siglo XVIII, los astrébnomos tenian problemas en conciliar sus
calculos con las posiciones observadas de Urano.

Aplicando la tercera ley de Newton, a un supuesto cuerpo perturbador de la 6rbita, fue
posible calcular la masa y la posicion de este hipotético objeto con suficiente precision como
para descubrir Neptuno. Los célculos teéricos fueron publicados por U. J. Leverrier (1811-
1877) en junio de 1846 y el nuevo planeta fue observado efectivamente el 23 de septiembre
siguiente, en el Observatorio de Berlin.

El entusiasmo provocado por este descubrimiento motivé la busqueda de un posible
noveno planeta. Los datos sobre la orbita de Neptuno no eran todavia muy precisos, lo que
demord 25 afios la primera observacion de Plutdn, desde que fuera predicho en 1905. Estos
descubrimientos también muestran que la fuerza de la gravedad actta a gran escala, al menos
su influencia llega hasta los confines méas exteriores del sistema solar.

4.2 FUERZA ELECTRICA

Al analizar la ley de la gravitacion universal de Newton, se concluyé que el peso de los
cuerpos tiene su origen en la fuerza gravitacional, una interaccion fundamental.

Otra interaccién fundamental de la naturaleza es la electromagnética. Fuerzas que a diario
manipulamos como, por ejemplo, la tension de un cable, la compresion de un amortiguador, la
fuerza de rozamiento, la normal, la fuerza ejercida por la presién del aire o del océano, entre
otras, tienen su origen en la interaccion electromagnética, que puede describirse clasicamente
como eléctrica 0 magnética, dos fuerzas intimamente relacionadas.

La fuerza eléctrica se origina en una propiedad fundamental de la materia, llamada carga
eléctrica, que puede ser definida en funcién de cdmo interactian los cuerpos cargados. Dos
cuerpos cargados se repelen o atraen mediante fuerzas llamadas eléctricas, que se manifiestan
en adicion a las fuerzas gravitacionales, descritas anteriormente.

Carga eléctrica

La materia presenta dos propiedades fundamentales, la masa y la carga eléctrica. A
diferencia de la masa, en la naturaleza se encuentran dos clases de carga: la positiva y la
negativa, nombres asignados convenientemente, debido a que un cuerpo que posee iguales
cantidades de las dos clases de carga eléctrica, se comporta en forma similar a un cuerpo que
no contiene cargas. En este caso se dice que el cuerpo esta eléctricamente neutro, estado en el
gue se encuentran la mayoria de cuerpos que nos rodean.
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La materia estd formada por moléculas, que resultan de la combinacion de atomos. Los
atomos estan constituidos, basicamente, por tres clases de particulas elementales: los protones
y neutrones, que se encuentran en el ndcleo atomico, y los electrones, que giran alrededor del
nacleo. Las masas de estas particulas elementales se indican a continuacion:

Proton 1.67252 x 107" kg
Electron | 9.10902 x 10" kg
neutron 1.67482 x 10" kg

El proton tiene carga positiva y el electron, carga negativa, sus magnitudes son
exactamente iguales. EI neutron es eléctricamente neutro. Experimentalmente no se ha podido
demostrar la existencia de una carga menor a la del proton o electron. Por esta razon, la carga
del electron, —e, o del proton, +e, es considerada como una constante fundamental de la
naturaleza. De lo expuesto, se deduce que la unidad de carga elemental es la carga e; sin
embargo, en el Sl, la unidad de carga eléctrica es el Coulomb, abreviado por C y definido de
modo que la carga elemental, del electrdn es:

=-1.6021 x 107° C.

Para tener la carga de 1 C se necesitan de alrededor de 6.24 x 10 *® protones o electrones. Una
carga libre de 1 C es enorme.

Cuantizacion de la carga

La carga de un cuerpo es un multiplo entero de la carga elemental e. Esto quiere decir,
gue no existen cuerpos cuyas cargas sean %€, e o %ge. Solo se pueden quitar o afadir
electrones completos, entonces la carga, Q, de un cuerpo sera:

Q =ne,
donde n es, necesariamente, un ndmero entero.

Si bien la carga se encuentra siempre en maltiplos enteros de +e 0 —e, esta relacion no se
detecta a escala macroscopica; asi, por ejemplo, un cuerpo del tamafio de una pelota de tenis,
cargada atn débilmente, tiene una carga del orden de 10° C, la cual involucra alrededor de
10" electrones (o protones), afiadir o quitar un electron de ellos producira un cambio de una
parte en 10™° partes, ciertamente indetectable.

Por otro lado, consideremos un sistema microscépico como un atomo, en el cual hay
pocos electrones a considerar, afiadir o retirar uno de ellos causard un gran cambio. En esta
situacion la influencia de la carga e es significativa. Un atomo que pierde uno de sus
electrones tiene una carga +e y se convierte en un ion positivo. Por su parte, un atomo que
tiene un exceso de electrones se convierte en un ion negativo.

En general, un cuerpo que pierde electrones se carga positivamente y aquel, que tiene un
exceso de electrones, se carga negativamente. Los fendmenos relacionados con la
redistribucion de cargas, en un sistema aislado, se caracterizan porque la suma algébrica de
las cargas eléctricas es constante. La carga es una cantidad escalar que sigue las reglas
operacionales de las cantidades escalares.
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Cuerpos conductores y aislantes
Los materiales, segin su comportamiento eléctrico, se clasifican en:

1. Conductores o transmisores de carga. Que pueden ser de primera y segunda clase. Los de
primera clase son los metales, que transmiten o conducen la carga sin implicacion de un
cambio quimico. Entre los de segunda clase, se encuentran las sales fundidas, las
Soluciones salinas, las Soluciones acidas y las alcalinas. Los metales se caracterizan por la
facilidad que presentan para el desprendimiento de sus electrones exteriores, los cuales se
mueven libremente por entre los atomos, los nucleos positivos y el resto de electrones, que
permanecen fijos. Los conductores de segunda clase tienen iones (atomos o moléculas
cargadas), cuyo movimiento transmite la carga eléctrica e implica un cambio quimico.

2. No conductores, aisladores o dieléctricos. Son materiales que no transmiten carga eléctrica.
Los dieléctricos tienen iguales cantidades de carga positiva y negativa y sus electrones no
se desprenden de los atomos correspondientes. EI material dieléctrico, tanto en su
conjunto, como en todas sus partes, es neutro; sus atomos y moléculas Unicamente pueden
orientarse ante la presencia de una carga externa cercana. Esta orientacion de las cargas se
denomina polarizacién dieléctrica. Materiales tipicos de esta clase son el aire, el aceite, el
vidrio, el caucho y la porcelana, entre otros.

3. Semiconductores. Son los materiales intermedios entre los conductores y los no
conductores. Ejemplos de estos materiales son el silicio y el germanio, que son utilizados
en la industria electrénica.

Formas de obtener cuerpos cargados eléctricamente
Es posible cargar eléctricamente cuerpos mediante los siguientes métodos:

1. Por frotamiento. Al frotar dos objetos de diferente naturaleza quimica, como por ejemplo
una varilla de vidrio con un pedazo de seda, la varilla pierde electrones y se carga
positivamente; mientras que, la seda adquiere una carga de igual magnitud, pero negativa.

2. Por contacto. Inicialmente el cuerpo A, de la Fig. 4-4, esta cargado negativamente y el
cuerpo B es eléctricamente neutro. Al poner en contacto los cuerpos, los electrones de A
pasan al cuerpo B. El proceso de transferencia de electrones termina cuando las fuerzas de
repulsion entre los electrones del cuerpo A igualan a las fuerzas de repulsion de B. Como
resultado, el cuerpo B adquiere un exceso de electrones, entonces se dice que B esté
electrizado o cargado, negativamente, por contacto.

3. Por induccion. A la esfera conductora B, de la Fig. 4-5, que no interactGa con ningdn otro
cuerpo (sistema aislado), se le acerca, sin tocarlo, el cuerpo A, cargado negativamente. La
region de la esfera mas lejana al cuerpo A se cargara negativamente, debido a que los
electrones libres del cuerpo B son repelidos por los de A. Cuando conectamos la esfera B a
Tierra, con un conductor, por este viajaran los electrones en exceso a Tierra, con lo cual la
esfera B queda con deficiencia de electrones y se carga positivamente. La Tierra es
considerada como un sumidero enorme, donde emigran los electrones libres.
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A B

Figura 4-4
Figura 4-5

Ley de Coulomb

A diferencia de la fuerza gravitacional, que Solamente es atractiva, las fuerzas eléctricas
entre dos cuerpos cargados pueden ser de atraccion o de repulsion. Si los cuerpos estan
cargados, con cargas de signo contrario, se atraen; Yy, si estan cargados con cargas del mismo
signo, se repelen. (Ver Fig. 4-6)

@_,
_@
O— —&

Figura 4-6 Fuerzas eléctricas de atraccion y repulsion

Segun la tercera ley de Newton, la fuerza que ejerce un cuerpo A, sobre otro B, de
atraccion o repulsion es de igual magnitud y direccion opuesta a la que ejerce B sobre A; en el
presente caso, esta igualdad de fuerzas no requiere igualdad de cargas en los cuerpos que
interactian y nada tiene que ver la forma de ellos. Estas fuerzas tampoco dependen del
movimiento de los cuerpos, aunque si estas fuerzas no estan equilibradas, influirdn en su
movimiento de acuerdo con la segunda ley de Newton.
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Debido a que estas fuerzas se manifiestan incluso cuando los cuerpos cargados estan en
reposo, se las denomina fuerzas electrostaticas y porque fueron cuantificadas por Coulomb,
también se las conoce como fuerzas de Coulomb.

Encontrar el valor de la fuerza electrostatica entre objetos cargados es una tarea muy
compleja, porque la magnitud de la fuerza depende del tamafio, forma y distribucion de carga
de los dos cuerpos que interactlan; asi como, de sus cargas, de su separacion y de la
naturaleza del medio en el que estdn colocados. Sin embargo, Coulomb considerd
cuidadosamente una serie de detalles experimentales en sus estudios con dos esferas cargadas
del mismo signo, que le permitieron formular la ley de la fuerza electrostatica entre dos cargas
puntuales (o esferas) inmoviles, que establece que su magnitud es proporcional al producto de
las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas y que se expresa
matematicamente, asi:

E_ kaiq2

e r2 ’

(4-11)

donde g1 y g2 son las cargas de los cuerpos , r es su separacion (si los cuerpos son esféricos, r
es la separacion entre sus centros) y k es una constante que depende del medio en el cual se
encuentran los cuerpos.

k=9 x 10 ° N m%C?, para el vacio.
Si el medio es el aire, k tiene préacticamente el mismo valor. A veces es conveniente expresar

la ley de Coulomb, en términos de &, la constante dieléctrica o de permitividad del medio,
como:

1 002
F = —_—, 4-12
° dzes r? ( )

donde k =

J CoN o = 8.85 x 102 C%N m?, la permitividad del espacio libre.
TTEo

Con la Ec. (4-11), solamente se determina la magnitud de la fuerza. Para determinar su
direccién se deben realizar graficos semejantes a los de la Fig. 4-6, en los cuales se debe
considerar que la direccion de la fuerza se encuentra, siempre, en la linea que une a las
particulas (o en la linea que une los centros, si son esferas.

Fuerzas eléctricas sobre sistemas neutros
Polarizacion

Al frotar un esferografico con un pafuelo, el esferografico se carga negativamente.
Cuando se acerca el esferografico cargado a pedacitos de papel, eléctricamente neutros, los
electrones del papel que estdn mas cerca al esferografico se alejan y aparece una carga
positiva en el extremo del papel méas cercano al esferografico, entonces aparece una fuerza
eléctrica que hace que el esferografico atraiga a los pedacitos de papel, como puede verse en
la Fig.4-7.
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o e ka
FPapel = Ty x"\
-

Figura 4-7 Polarizacion de la carga en el papel

Fuerzas adhesivas

Dos pedazos de vidrio se pueden juntar de tal manera que al levantar el uno, puede
soportar el peso del otro sin desprenderse. La fuerza que provoca tal unién es la interaccion de
los nucleos positivos del un pedazo y los electrones del otro, que generan una fuerza de
atraccion electrostatica. A pesar de que los atomos constituyen un sistema neutro, las fuerzas
eléctricas entre ellos es la responsable de tal union. Un liquido establece un excelente contacto
con un solido cuando lo moja, esta fuerza de atraccion es significativa. Tales fuerzas se
denominan adhesivas y su origen también es eléctrico.

Enlace quimico

Si dos a&tomos neutros estan separados por una distancia, r, menor a un diametro atdbmico
(a,, aproximadamente ~ 10 m) hay una considerable superposicién de las nubes electrénicas
de los atomos, que generan una fuerza neta repulsiva entre ellos. A separaciones mayores, se
genera una interaccion atractiva. Cuando la separacion r crece, esta fuerza atractiva se debilita
rapidamente, con el inverso de r” y llega a ser insignificante cuando r estd comprendida entre
8y 9 veces a,. La Fig.4-8 muestra como varia la fuerza electrostatica entre dos atomos, en
funcién de su separacion, r, y muestra que para algin valor de r, la magnitud de la fuerza F
debe ser nula, y el sistema debe estar en equilibrio. Este es el valor de r, para el cual se forma
una molécula estable. Las fuerzas electrostaticas son la base de la explicacion de los
fendmenos quimicos.

{

Fuerza
Repulsiva
T T
( 1 2 10
k r,en unidadesdeag
Atractiva

J

Figura 4-8 Fuerza electrostatica entre dos atomos separados una distancia r
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Polaridad de las moléculas

Polares son aquellas moléculas eléctricamente neutras, en las cuales hay una separacion
de sus cargas positivas y negativas, que generan un polo positivo en un punto y uno negativo,
de igual magnitud, en otro. Estas moléculas actian como un dipolo eléctrico. Entre las
moléculas polares aparecen fuerzas eléctricas de atraccion o repulsion, cuyo valor disminuye
con la distancia, méas rapidamente que las fuerzas de Coulomb, puesto que son inversamente
proporcionales, no al cuadrado sino hasta el séptimo grado de la distancia que los separa. A
estas se conocen como fuerzas de van der Waals.

Tension superficial

Una aguja, recubierta con una ligera capa de grasa, puede colocarse cuidadosamente
sobre la superficie del agua y formarad una pequefia depresion y permanecera, en reposo, sin
hundirse, a pesar de que su densidad es mucho mayor que la del agua. Las moléculas de agua
se atraen, unas a otras, por medio de fuerzas eléctricas. Cada molécula atrae a las moléculas
adyacentes y forman una pelicula superficial, que se opone al hundimiento de la aguja. A esta
fuerza de origen eléctrico se denomina tension superficial y es originada por los puentes de
hidrogeno, formados por la polaridad de sus atomos de hidrégeno y oxigeno.

Humectaciéon de un sélido

Si se coloca una placa de vidrio, sujeta mediante hilos a un resorte sensible, en la
superficie del agua, contenida en un recipiente, y se eleva suavemente se observa que la placa
no se separa del agua y el resorte se estira. Por el alargamiento del resorte se puede deducir la
existencia de las fuerzas de atraccion existente entre las moléculas de agua y las del vidrio. Si
la magnitud de la fuerza aumenta, la placa finalmente se separa del agua, con la particularidad
de que la placa se encuentra mojada. Esto quiere decir que, con la fuerza aplicada, Solamente
se rompio la atraccion entre las moléculas del agua. Cuando un liquido humedece a un sélido,
la fuerza eléctrica entre las moléculas del liquido es mas débil que la generada entre las
moléculas del liquido y el solido.

Hilos
Para romper un hilo de seda de 1 mm? de seccién se necesita una fuerza aproximada de
250 N. Esto quiere decir que debemos aplicar 250 N para vencer las fuerzas de atraccion entre

las moléculas que se encuentran en el lugar donde se rompe el hilo.
En resumen, las fuerzas eléctricas a escala atomica y molecular son de fundamental
importancia para explicar las propiedades macroscopicas de la materia.
Comparacion entre la fuerza eléctrica y la gravitacional
Semejanzas

La sorprendente similitud entre la ley de la gravitacion universal y la ley de la fuerza
electrostatica sugiere que algunas propiedades de estas dos clases de fuerzas sean similares.
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De acuerdo con las expresiones de las Ecs. (4-7) y (4-8), se observa que los modelos
matematicos son equivalentes. La fuerza gravitacional (F¢) es proporcional al producto de las
masas, que intervienen, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las
separa. Por su parte, la fuerza electrostatica (F.) es proporcional al producto de las cargas, que
intervienen, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.

Ambas ecuaciones se aplican para describir la intensidad de la interaccion entre particulas
o esferas uniformes. La F¢ evalla la masa de la sustancia; mientras que, la F., la carga de la
sustancia. Tanto la masa, como la carga, son propiedades basicas de la materia.

Otra caracteristica interesante de estas leyes se relaciona con el hecho de que es necesario
alejarse infinitamente de la masa o la carga, para escapar completamente de su influencia; es
decir, el rango de accion de la fuerza gravitacional y eléctrica es de todo el espacio.

Estas dos fuerzas se ubican a lo largo de la recta que une las masas o las cargas, por lo
que se las denomina fuerzas centrales. Debido a la tercera ley de Newton, las fuerzas de
interaccion entre masas o cargas son de igual magnitud y estan en direccion contraria, una de
otra, a lo largo de la recta que las une.

Diferencias

La fuerza gravitacional esta relacionada con la masa de los cuerpos que, como se conoce,
es Solo de tipo positivo y genera una fuerza necesariamente de atraccion. En cambio, la fuerza
electrostatica esti relacionada con la carga eléctrica, que puede ser de tipo positivo o
negativo, por lo que generan fuerzas de atraccion o repulsion.

Todos los cuerpos poseen masa, por tanto experimentan siempre una interaccion
gravitacional; pero, no todos los cuerpos interacttan eléctricamente, Solo lo hacen los cuerpos
que estan cargados.

La masa, a mas de ser la responsable de la fuerza gravitacional, se encuentra relacionada
con el movimiento de los cuerpos, como una cantidad que se opone al movimiento (inercia).
Por el contrario, la carga es una cantidad independiente del movimiento, a pesar de que la
fuerza eléctrica si podria mover a un cuerpo.

Si bien la constante G es universal y su valor es 6.67 x 10™* N m*kg? para cualquier
lugar o sistema, la constante k depende del medio que rodea a las cargas, asi para el vacio o el
aire es de 9 x 10° N m%/C?,

La magnitud de la fuerza gravitacional entre particulas elementales, aisladas, es
considerablemente pequefia en comparacién con las fuerzas eléctricas. La relacion entre las
magnitudes de la fuerza electrostatica y la gravitacional, que se ejercen mutuamente dos
electrones, es la siguiente:

ke?
Fe 2 9x10°(1.6x107*°)?
Fe Gm* 6.66x10"(9.1x107*")?
I,2
Como se ve, la magnitud de la fuerza eléctrica entre dos electrones es enorme, comparada con
la fuerza gravitacional. Las fuerzas gravitacionales son importantes Solo cuando grandes
masas estan involucradas.
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4.2 Fuerza eléctrica

Campo eléctrico

Las fuerzas gravitacionales y eléctricas aparecen por la interaccion directa entre masas o
entre cargas eléctricas, respectivamente. Esta interaccion directa se denomina accion a
distancia. Si se introduce una modificacion a este punto de vista, se logra una aproximacién al
concepto de campo, que se ha comprobado de gran importancia en la teoria y en la préctica.

El campo eléctrico se define como una distorsion del espacio, que aparece cuando
tenemos una fuente (tal como +Q), que altera el espacio que la rodea e informa a un objeto de
prueba (+q), que +Q existe y esta presente a una distancia r. EI mensaje es detectado por +q,
como una fuerza (F1) que actla sobre ella, en la direccion que se muestra en la Fig. 4-9.

| r | P
F> ! ! F
ﬁ M
+Q *q

Figura 4-9

El campo eléctrico es una realidad fisica, que no se puede detectar con los sentidos; pero,
se pueden evaluar sus efectos. La fuerza eléctrica Fy, sobre +q, es una manifestacion del
campo eléctrico. En la region del espacio libre, comprendido entre un par de placas metalicas
paralelas, que estdn cargadas opuestamente, se genera un campo eléctrico uniforme que
almacena cantidad de movimiento y energia, que en ciertas circunstancias puede ser suficiente
para matar a un ser humano. Estos efectos constituyen pruebas fehacientes de que los campos
eléctricos son reales.

La definicion de campo eléctrico se relaciona con la descripcion de como se cuantifica. Si
se coloca, en algin punto P, una carga de prueba +g, que desempefia el papel de “medidor de
campo”, por lo que experimenta una fuerza F que no experimentaria si no estuviera cargada,
se dird que en el punto P existe un campo eléctrico.

El campo no es generado por la carga de prueba, +q, sino por alguna otra carga externa.
La carga +q Solamente investiga la presencia del campo. La relacion F/+q da una
caracteristica fisica del campo, se denomina intensidad del campo eléctrico (E) y constituye
su definicién operacional:

E- " (4-10)

+q
El campo eléctrico es una cantidad vectorial, que se obtiene al dividir una cantidad
vectorial, F, para una cantidad escalar, +q, por lo tanto el campo y la fuerza tienen la misma
direccion. Si en el punto P se coloca una carga negativa, la fuerza que actua sobre ella tendria
direccion opuesta a la de la intensidad de campo.

La unidad de la intensidad de campo eléctrico (simplemente denominado campo
eléctrico) en el sistema internacional es [N/C]. Por ejemplo, si se coloca una carga de 10~ C,
en algin punto P, donde actta una fuerza de 10" N sobre la carga, quiere decir que en ese
punto existe un campo eléctrico de magnitud 100 N/C. Si se reemplaza la carga +q por otra de
5 x 10 C, la intensidad de campo no tendrd una magnitud de 20 N/C. El lector deber4
recordar que la magnitud de la fuerza también depende de +q y que el campo depende
simultaneamente de F y de +q, para encontrar el valor correcto.
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El campo eléctrico no esté definido por +q, sino por otra u otras cargas cercanas a P, tal
es el caso, que si se retira la carga +q, el campo eléctrico en el punto P seguira presente y se
mantendra constante. Sin embargo, si en el punto P se coloca un cuerpo cuya carga +q sea
considerable, ella influird sobre las cargas que originan el campo eléctrico en ese punto, se
reubicaran las cargas y esto si provocard un cambio de E, en el punto P. ElI campo se define
con una carga de prueba +q, que sea lo suficientemente pequefia, capaz que no perturbe a las
cargas que producen el campo.

Un campo eléctrico se puede visualizar con las llamadas lineas de fuerza, que son lineas
imaginarias que se conciben de modo que la tangente, a una linea de fuerza, en cualquier
punto, es siempre paralela a E, en ese punto. Por tanto, una tangente a un punto de la linea de
fuerza, determina la direccion de E vy, a la vez, de F, que actuaria sobre una carga de prueba

situada en ese punto del campo. Ver Fig. 4-10.
Pi E; \\/El P
S ~— / <o

q

E>
() (b) P

e

(©)
Figura 4-10 Lineas de fuerza y vectores campo eléctrico E
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4.2 Fuerza eléctrica

En la Fig. 4-10, se muestran las lineas de fuerza y los vectores campo eléctrico, E, en
diferentes puntos, producidos por (a) una particula cargada positivamente (+q), (b) una
particula cargada negativamente (-q) y (c) un dipolo eléctrico, que consiste en un par de
cargas iguales en magnitud, pero de signo contrario (+q y -q), separadas una distancia r.

Es necesario indicar que para cualquiera de estos campos se podria dibujar un ndmero
infinito de lineas de fuerza, que se extienden a las tres dimensiones del espacio.

Las propiedades mas importantes de las lineas de fuerza son las siguientes:

1. Toda linea de fuerza sale de una carga positiva y termina en una carga negativa.

2. Las lineas de fuerza no se cruzan, si asi sucediera en un mismo punto se tendrian dos
campos eléctricos,

3. El movimiento de una particula cargada no se realiza a lo largo de una linea de
fuerza. La direccién de su movimiento y su trayectoria se determinan en funcién de
la fuerza, de la velocidad inicial y de la inercia de la particula.

La ecuacion del campo eléctrico también se puede expresar como:
F =+qE, (4-11)

si por algun medio se conoce el campo E, en los puntos de una region del espacio, con la Ec.
(4-4) se puede calcular la fuerza que actua sobre la carga +q, que pasa por esos puntos, con la
segunda ley de Newton se determina la aceleracion de la particula en cada punto. Es decir, se
puede determinar completamente el movimiento de la particula, de carga +q y masa m.

Intensidad del campo eléctrico generado por cargas puntuales

El campo eléctrico generado por una carga puntual Q, en reposo, es igual a la fuerza que
actla sobre una carga de prueba +q, que estd en reposo en el punto P, a una distancia r,
dividida para la carga de prueba, +q. A partir de las Ecs. (4-8) y (4-10) se puede demostrar
facilmente que la magnitud del campo generado por una carga puntual es:

E_ kq? _ L? (4-12)
qr r

La Ec. (4-10) determina el campo en funcion de la fuerza electrostatica, su principal
manifestacion. En cambio, la Ec. (4-12) define el campo en términos de la carga puntual Q,
que origina el campo. La direccion de E se encuentra a lo largo de la linea que une la posicién
que ocupa la carga Q y el punto P.

La Ec. (4-12) no puede ser utilizada para calcular los campos eléctricos producidos por
cargas distribuidas en objetos metalicos, como por ejemplo varillas, laminas o esferas. En
algunos casos, se debe utilizar calculo integral o analisis matematico avanzado, como variable
compleja.

Para determinar el campo eléctrico resultante de la accién de un nimero dado de cargas
puntuales qi, g2, g3, etc., colocadas en diferentes sitios cercanos al punto P, se deben sumar
vectorialmente los campos E;, E,, E3, etc. generados en P, por cada una de las cargas
puntuales, como se ilustra en la Fig. 4-11.
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) E. @ % E,
P E,
E>
Es E
Es O %
E=E;+E;+E3z+ - (4-13)

Figura 4-11 Campo eléctrico resultante
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4.1 Fuerza gravitacional

PROBLEMAS

4.1 FUERZA GRAVITACIONAL

1. Si se considera que la Tierra tiene forma esférica con un radio aproximado de 6 400 km.
Determine, la relacion existente entre las fuerzas gravitatorias sobre la superficie terrestre y a
una altura de 144 km por encima de la misma.

G = 6.67x10™ Nm? /kg?
M= 5.98 10%*kg

Rt = 6 400 km
GMm
F,_mg, R Ry +h)?  (6400x10° +144x10°%)?
= = == ke ~1.045
F mg, GMm_ R? (6400x10°)
(R, +h)?
F
F—h=1.o45
.

2. La nave espacial Discovery, lanzada en octubre de 1998, describia en torno a la Tierra una
orbita circular con una velocidad de 7.62 km /s.
a) ¢A qué altitud se encontraba?
b) ¢Cual es su periodo? ¢Cuantos amaneceres contemplaban cada 24 horas los astronautas
gue viajaban en el interior de la nave?

G = 6.67x10™ N m? /kg®
Mt =5.98 x 10 * kg

R+ = 6370 km
v =7.62 km/s =7 620 m/s
a)
2 -11 24
mv._GM.m __GM; 086710 598107 _ 5569 37,10°m = 6869.37 km
r r v 7620

h =r-Ry =499.37 km

b)
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_ 2nm 27 6869.37 x10°

% 7620

1 amanecer
24 h —————— =15 amaneceres

1.57h

T =5664.245s=1.57h

3. Un satelite artificial de 200 kg gira en una Orbita circular a una altura “h” sobre la
superficie de la Tierra. Sabiendo que a esa altura el valor de la aceleracion de la gravedad
es la mitad del valor que tiene en la superficie terrestre, averigie la velocidad del satélite.

Gravedad en la superficie terrestre go = 9.8 m/ s°
Radio medio de la tierra Rt = 6.37x10° km

m= 200 kg
- 9
Jn 2
GM m
Qo = R%
9 GM.m
Oh=—/ = 2
2 (R; +h)
GM;m
2 2
g_O:R—T :>2:M:\/_:Rr—+h:RT+h:\/§RT
970 4GMTm RT2 RT
2 (R, +h)’

mv?  GM,m GM, GM,

= S V= —v= =
R, +h (R, +h) R, +h V2R,

2 6
=\/9°RT =\/9'8 037x10" _ 664393 mis

V2

4. Un satélite de 300 kg de masa se encuentra en una oOrbita circular alrededor de la tierra a
una altitud igual al radio medio de la tierra. Encuentre:
a) La rapidez orbital del satélite
b) El periodo de su revolucion
c) La fuerza gravitacional que actta sobre él.

Re = radio de la tierra = 6.37 x 10° m
h = La distancia entre el satélite y la superficie de la tierra, en este problema es igual a Rg
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Satelite

tr=Eg+h pero h=Fg
r=Re+RFeg=2Fg

r=2 RE

> Fy =ma como el satélite se mantiene en orbita circular alrededor de la tierra. La
fuerza de la gravedad hara las veces de fuerza centripeta.

G Mg m
r2
Ordenando la ecuacion

=ma

G M,
7 =m a
m g =m a
: M.
De lo anterior se deduce que: g = >
r
G M.
m =m a
r2
G M, V?
m —— =m —
r r

Secancelalamasamyr

G M,
r

=V? pero:r=2Rg

Reemplazando r =2 Rg

G M.
2R,

=V?

Multiplicamos por Re

G M. &:Vz
2R, Re

Ordenando la ecuacién

& M. Re_,
Re) 2
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c)

154

*
Pero: g = G Me LVI =
r
Reemplazando g (gravedad) en la ecuacién, tenemos:
Re 5 R
—=V V= —=
J 2 J 2

6
Vz‘/g %z\/g.s %:Jgs 3.185x10° — /31.213x10° =5.58685 x10°
S

V =5586.85 m/s
El periodo de su revolucion (satélite)

Para calcular el periodo, sabemos que la rapidez promedio de una 6rbita circular del
satélite es:

, _ Jongitud de la orbita del satelite _27r _ 27(2 RE): Ar R,
periodo T T T
Despejamos el periodo
AdzRy 4 314 6.37 x10° . 80047780.81
v 5586.85 ~ 5586.85
1minuto

T =

=14327.89 [s]

T =14327.89 [s] = 238.79 minutos

T = 238.79 minutos

¢) La fuerza gravitacional que actta sobre €l

F, = G Mg m MZE m pero: r =2 Rg
r
G Mg m G M, m GM;
FR = —2 =M —2 = Z —2
(2Re) 4 (Re) (Re)
G M. , .
Pero: g = (R )2 Reemplazando la gravedad en la ecuacion anterior tenemos:
E
m GM m
Fo=— i =— g
4 (R) 4
m 300
F.= — =—— 9038
R
FrR=735N



4.1 Fuerza gravitacional

El periodo de revolucion del planeta Jupiter en su 6rbita alrededor del Sol es
aproximadamente 12 veces mayor que el de la Tierra en su correspondiente Orbita.
Considerando circulares las orbitas de los dos planetas, determine:

a) Larazon entre los radios de las respectivas Orbitas.

b) Larazdn entre las aceleraciones de los dos planetas en sus respectivas orbitas.

TJ =12 TT

a)
TJ2 = CR%J
TZ = CR3,

TJZ_R?)lezzTTZ_R%J:m:ROJ

T2 RY, T2 RS Ror
h=5.24
oT
b)
GM,
& _Ra Ror 1 (s
a; GMs R (5.24)°
RZ;
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4.2 FUERZA ELECTRICA

6. Dos particulas, de 45 g y que tienen una carga Q cada una, estan suspendidas de un
mismo punto por medio de cuerdas de masas despreciables y longitud de 40 cm. Cuando
el sistema esta en equilibrio, las masas se hallan separadas 2 cm. Determine el valor de la

carga Q.

D.C.L
T \o!
i Fe
P
Como la esfera esté en equilibrio:

YFy=0 2Fy =0
Fe —Tsend =0 Tcosd —mg=0
Fe =Tsend Tcosd =mg
Tsend Fe
Tcos @ mg

K 2
tand = 2q

rmg

,  r’mgtand _ (0.02)20.045-10-0.025

—05x10 1 2

K 9x10°

q=2236x10"°C
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Dos cargas puntuales de 4 x 10 % y 20 x 10 ~° C se hallan localizadas en los puntos de

coordenadas A (0, 0, 0) y B (15, 0, 20) cm, respectivamente. Determine:

a) la posicion en la que se debe colocar una tercera carga para que todo el sistema se
mantenga en reposo.

b) la magnitud y signo de la tercera carga.

a) Como las cargas Qi y Q2 son del mismo signo, entre ellas hay una fuerza de
repulsion. Para que el sistema permanezca en reposo se deberd colocar la tercera
carga, de signo contrario Q3 (—), entre las dos primeras, a fin de generar fuerzas de
atraccion que se anulen. Para que Q3 esté en equilibrio:

SF=0
Fa1 =Fas
KQ:Qs _ KQ2Qs
(r-x)>  x?
4x1079 201077

0.25-x)2 X2

x* = 5(0.25 —x%)
Xx=0.173m
b) Debido a que todo el sistema debe estar en equilibrio, Q», por ejemplo, también debe

estarlo, por lo tanto el sumatorio de las fuerzas que actian sobre Q. debe ser cero. La
fuerza repulsiva entre Q; y Q2 (F12) se equilibra con la fuerza atractiva entre Q3 (-) y

Q2 (Fs2):
SF=0

Fio=Faz
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KQ:Q:2 _ KQ:2Qs

r.2 X2

Qs = (x/r*) Q
Q;=-191x10"°C

8. Cargas puntuales de 2x10™" C y — 2x10™’ C estan separadas 6 m. El punto P se encuentra
a 5 m de cada carga. Encuentre el campo eléctrico que dichas cargas producen en P.

q.//H
A B C
E=E;+E,
9 -7

Kg 9x107-2x10
Ei=—p = = T2NIC

r 5
E1:E2
AB=3m
BP=+52-3%=4m

E1 =72 N/C (cos @i + sen 6))

E,=72N/C (3/5i+4/5j)=43.2i+57.6 jN/C
E,=72N/C (3/5i-4/5j)=43.2i-57.6 j N/C
E=432i+576j+43.2i-57.6 N/C

E=86.4iN/C
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9. Una carga puntual g, = —2x10°° C esta colocada en el punto P (0, —3) y otra carga
puntual g, = —2x10~" C esté en el punto Q (-4, 0) m. Determine la ubicacién del punto
M, en el cual los campos eléctricos producidos por ambas cargas se anulan.

E=E,+E>,=0
E1:E2

Kg:  Kgz
x> (5-x)°

9x107-2x107°  9x10”-3x107°
x2 (5-x)2

25-x°=3%

X=225m

rw=rp+PM
rm=0i-3j)m+225m(—sen @i+ cos #j)
rm=0i-3j)m+225m (-4/5i + 3/5j)
rm=0i-3j))m+(-1.80i+1.35j)m

rm=-180i-165jm
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10. Entre dos laminas planas y paralelas, que tienen cargas de igual magnitud y de signo
contrario, hay un campo eléctrico uniforme. Se suelta un electron en la lamina cargada
negativamente, que llega a la lamina opuesta, situada a 2 cm, luego de 1.5x107° s.
Determine: a) la intensidad del campo eléctrico, b) la rapidez del electron cuando llega.

-) ()

2cm

a) En un campo eléctrico uniforme, la intensidad del campo es constante y la fuerza que
experimenta una carga de prueba, en su interior, también es constante. En
consecuencia, la aceleracion que actla sobre el electron es constante.

Ax = 1/2a4t?
0.02 = 1/2a(1.5x 10 ~8)?
a=1.78x 10 ** m/s?

F=ma=91x10 "%1.78x 10 =16.18x 10 ¥ N

F 16.18x10~
E=—=———5=1011N/C
g 1.6x10
E=1011i N/C

b) De acuerdo con la cinematica:
vV = aAt
v=178x10" 15x10®

v =2.67x 10 ® m/s.
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CAPITULO5

TRABAJO Y ENERGIA

5.1 INTRODUCCION

Hasta el momento se ha analizado el movimiento de los cuerpos, y se han resuelto
problemas en los cuales se considera que la aceleracion que actta sobre el cuerpo permanece
constante. Luego se paso a estudiar las fuerzas que actlan sobre los cuerpos y el efecto que
producen, es decir, la aceleracion. Este analisis de la relacion fuerza - aceleracion posibilito la
solucion de una mayor variedad de problemas. Sin embargo, cuando las fuerzas que acttan
sobre el sistema que se analiza, resultan muy dificiles de ser definidas, o cuando el sistema
estad formado por muchas particulas, los conceptos de fuerza y aceleracidén no son tan faciles
de aplicar para resolver problemas relacionados con estas dos situaciones. Por esta razon se
hace necesaria la introduccion de otros conceptos que facilitan y simplifican la solucién de
estos problemas. Tal es el caso del trabajo y de la energia.

La comprension y aplicacion de los conceptos de trabajo y energia no solo que facilitan la
solucion de los problemas arriba mencionados, sino que permiten formular principios de
caracter mas general, que constituyen una nueva y poderosa herramienta para la solucion de
otros problemas, inclusive fuera del ambito de la mecéanica. Estos principios se conocen como
los principios de conservacion.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

5.2 TRABAJO Y ENERGIA CINETICA

Trabajo de una fuerza constante

Para introducir el concepto de energia cinética, se analizard un primer sistema, bastante
simple, que consta de una particula de masa m que se mueve en linea recta por una superficie
horizontal lisa, sometida a la accion de una fuerza constante y paralela al desplazamiento,
como se indica en la Fig. 5-1. Suponga que al t = 0 la rapidez de la particula es vy Y que,
luego de desplazarse un Ax, al tiempo t su rapidez es vy,

A

F

H— n

y AX

Figura 5-1

En el eje vertical no hay aceleracion, la normal es igual al peso, entonces la fuerza neta
que actla sobre el cuerpo es F. Aplicando la segunda Ley de Newton se tiene:

F =m ay. (5-1)
Como F es constante, ay es constante y se puede usar la ecuacion:
— 2 2
Combinando la Ec. 5-1 y la Ec. 5-2 tenemos:
F=m @V’ —Veo2)/ 2Ax 6
FAX = Y2 m Vy? — Y2 m vy 2 (5-3)

A la cantidad % mv?, que aparece en la Ec. 5-3, se denomina con el nombre genérico de
energia y como en este caso depende de la velocidad se la conoce como energia cinética (E.),
por lo tanto la expresion anterior indica la energia cinética de una particula de masa m en el
instante en el cual su velocidad es v.

Entonces la Ec. 5-3 queda:

FAX = ch - ECO é
FAX = AE.. (5-4)
Por lo tanto para que exista cambio en la energia cinética es necesario que exista la

cantidad FAX, la cual se conoce como el trabajo mecanico realizado sobre la particula por la
fuerza y se representa con el simbolo T, por lo que la Ec. 5-4 queda:
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5.2 Trabajo mecéanico y energia cinética

Aunque estas dos cantidades estan relacionadas entre si, son muy diferentes en su
naturaleza. Asi por ejemplo, el trabajo mecanico no depende del cuerpo sino del agente
externo, es una cantidad que se acumula con el tiempo y no es una cantidad instantanea, ya
gue para que haya trabajo es necesario que exista desplazamiento y éste requiere un intervalo
de tiempo; en cambio, la energia cinética no depende del agente externo sino que es una
propiedad del cuerpo y de su movimiento; no se acumula con el tiempo y es una cantidad
instantanea, puesto que depende de la velocidad que también lo es.

Como en el caso que se esta analizando la fuerza neta es F, entonces el trabajo realizado
por la fuerza F viene a ser el trabajo neto (T,), por lo tanto:

Th = AE, (5-6)

De esta manera, se ha llegado a la forma mas elemental de un principio muy valioso, el
trabajo neto realizado sobre un cuerpo puede ser cuantificado por el cambio que experimenta
la energia cinética del mismo.

El trabajo viene dado por el producto de la fuerza por el desplazamiento, si la unidad de
la fuerza es el Newton (N) y el desplazamiento estd en metros (m) el trabajo viene dado en
N.m, unidad que se conoce con el nombre de Joule o Julio (J).

El cambio en la energia cinética viene dado por el trabajo mecanico, entonces la energia
cinética también se mide en Joule. Se ha comprobado que tanto el trabajo como la energia
cinética no cumplen con las reglas de la suma de los desplazamientos, sino con las reglas de la
suma escalar y por ello son cantidades fisicas escalares.

Trabajo de una fuerza variable en magnitud

Con el propésito de generalizar el principio mencionado antes, considere ahora un
sistema mas complicado: una particula que se mueve en linea recta por una superficie
horizontal lisa, sometida a la accion de una fuerza paralela al desplazamiento, pero que varia
en magnitud, como se indica en la Fig. 5-2. Al t = 0, la particula tiene una rapidez vy ¥y
después del desplazamiento Ax al tiempo t tiene una rapidez vy;.

NT R F
i
t=0 t
P v AX
Figura 5-2
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Debido a que en el eje vertical no hay aceleracion, la normal es igual al peso, entonces la
fuerza neta que actla sobre la particula es F; como esta fuerza es variable no se puede
encontrar el trabajo realizado por ella con la Ec. 5-4, puesto que fue desarrollada para una
fuerza constante.

Una forma de cuantificar el trabajo, en este caso, es descomponer el desplazamiento Ax
en una gran cantidad de desplazamientos sumamente pequefios, de manera que cada uno de
ellos tienda a cero (desplazamientos infinitesimales). De esta forma se puede considerar (sin
cometer un error significativo) que en cada uno de esos pequefios desplazamientos la fuerza
permanece aproximadamente constante, lo que permite aplicar la Ec. 5-4.

Para ilustrar claramente este proceso suponga que el desplazamiento se divide en los 9
intervalos que se indican en la Fig. 5-3.

For Fer
o o o o o o o o o o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 f
Figura 5-3

Si se aplica la Ec. 54 a cada uno de los intervalos se tiene:
Fo1 AXo1 = Ec1 — Eco
F12 AX12 =Ec2 —Ec1

Ecs —Ew

F23 AXo3

Fet AX=E¢ —Ecs

Te=E¢ —Eeo O
TF = A Ec
Sumando miembro a miembro estas relaciones tenemos, al lado izquierdo, el trabajo
realizado por la fuerza variable en todo el desplazamiento y, al lado derecho, la variacion de
la energia cinética también para todo el desplazamiento, puesto que todas las otras energias
cinéticas intermedias se anulan entre si.

Como F es la fuerza neta, entonces el trabajo de la fuerza F es el trabajo neto, por lo que:

Th= AE;
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5.2 Trabajo mecéanico y energia cinética

Por lo tanto, la Ec. 5-6 también se cumple para esta nueva situacion fisica, o sea cuando
actla una fuerza variable, la Unica diferencia esta en la forma de calcular el trabajo, ya que si
la fuerza es constante el trabajo es igual a F Ax y si es variable el trabajo es igual al ZF Ax.

Este Gltimo trabajo viene a ser el resultado de la suma de un infinito nimero de trabajos
infinitesimales. Este tipo de sumatorio se puede cuantificar mas facilmente con ayuda del
calculo integral, puesto que dicho sumatorio corresponde a una integral definida, se representa
de la siguiente forma:

X
/ E dx.

Xo

Trabajo de una fuerza que no es paralela al desplazamiento

Para generalizar la Ec. 5-6, considere ahora una particula que se mueve por una
trayectoria recta sobre una superficie horizontal lisa, sometida a la accion de una fuerza
constante, pero que ya no es paralela al desplazamiento, sino que forma un angulo 6,
cualquiera, con ella, como se indica en la Fig. 5-4.

Fy F
N
F
el n
v AX
p

Figura 5-4

En vista de que en el eje vertical no hay aceleracion, la fuerza neta que actda sobre la
particula es Fy, que a su vez es la Unica que realiza trabajo, puesto que es la responsable de
producir el cambio en la energia cinética.

Aplicando la segunda ley de Newton se tiene:

Fx =may
F cos =m (Vy * = Vxo®) / 2 AX

F Ax cos @ = E — Eco, con lo cual podemos escribir:

F Axcos € = AE. (5-7)
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Segun lo visto anteriormente, la cantidad fisica que produce el cambio en la energia
cinética representa el trabajo realizado por el agente externo, por lo tanto en este caso la
expresion F Ax cos € corresponde al trabajo realizado por la fuerza F; y como Fy es la fuerza
neta entonces la Ec. 57 queda:

Tn = AE¢, que esla misma que se obtuvo en los casos anteriores.

Haciendo una sintesis hasta el momento se puede decir que la Ec. 5-6 se cumple para
todos los sistemas analizados y que la Unica diferencia esta en la forma de calcular el trabajo,
como se ilustra en el siguiente esquema:

—> SiF= ctey paralela al desplazamiento = T¢=F Ax

X

Te=AE. ——> SiF = ctey paralelaal desplazamiento = Te=X F Ax = / Edx
Xo

—>  Si F =cte yno es paralela al desplazamiento = T =F Ax cos ¢

Si analizamos un poco mas la relacion F Ax cos @ tenemos las siguientes posibilidades:
Si 0< @ <90° entonces cos & es +y el trabajo es +
Si @ = 90° entonces cos @ =0 yel trabajo esigual a0
Si 90° < @ <180° entonces cos & es — y el trabajo es —

Por lo tanto, segun el angulo que forma la fuerza con el desplazamiento, el trabajo puede
ser positivo, cero 0 negativo. Los trabajos positivos se conocen con el nombre de trabajos
activos, porque son realizados por fuerzas que tienen al menos una componente que esta en la
misma direccion del desplazamiento. A los trabajos negativos se les conoce con el nombre de
trabajos resistivos, porque son realizados por fuerzas que al menos tienen una componente
que esta en direccion contraria al desplazamiento.

En el caso mas general, sobre un mismo cuerpo pueden actuar simultaneamente varias
fuerzas, unas en la misma direccién y otras en direccion contraria al desplazamiento, las
cuales a su vez realizan trabajos activos y resistivos. Si sumamos todos estos trabajos
obtenemos el trabajo neto realizado sobre el cuerpo, es decir el trabajo realizado por la fuerza
neta, o sea:

XTa+ ZT,=T,j, (5-8)

Analizando la altima relacion del trabajo T = F Ax cos 6, se ve que tanto la fuerza como
el desplazamiento son cantidades vectoriales y que su producto da como resultado una
cantidad escalar, por lo tanto se puede definir el trabajo de una fuerza como el producto
escalar de la fuerza por el desplazamiento, esto es:

Te=F - Ax=F Ax cos ¢ (5-9)

168



5.2 Trabajo mecéanico y energia cinética

El trabajo como el &rea bajo la curva F cos @ contra x

Graficando F cos @ contra x, para una fuerza constante, se obtiene una recta horizontal,
como se indica en la Fig. 5-5. El area encerrada entre la curva de la funcion F cos 6, el eje x y
las rectas x = 0 y x = x tiene un valor: Ax F cos 8§ = F Ax cos € que corresponde
precisamente al trabajo realizado por la fuerza F.

F cos 8

F cos 8

Figura 5-5

Por lo tanto otra forma, relativamente sencilla, de cuantificar el trabajo realizado por una
fuerza es calculando el area que se encuentra entre la curva de la funcion F cos & contra X, el
eje x y las rectas correspondientes.

Es indudable que esta area es facil de encontrar cuando se tienen funciones lineales, ya
que dicha area corresponde al area de figuras geométricas regulares, en caso contrario, para la
determinacion del area es necesario recurrir a la ayuda del célculo integral, que esta fuera del
alcance del presente texto.

Trabajo de una fuerza variable en modulo y direccion

Esta situacion podria darse cuando un cuerpo se mueva por una superficie horizontal lisa
y describa una trayectoria curva, como la que se indica en la Fig. 5-6. Para que el analisis sea
més sencillo suponga que la fuerza siempre forma un angulo 6, con la direccion del
movimiento.

Fre

Figura 5-6
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Como en la direccion perpendicular a la superficie no hay aceleracion; la magnitud de la
normal es igual a la del peso y la F,, es la fuerza variable F.

Al descomponer la fuerza en sus componentes tangencial y normal, la componente
normal nunca realiza trabajo mecanico, porque siempre es perpendicular al movimiento, por
lo tanto el trabajo realizado por la fuerza F esta dado solo por el trabajo de su componente
tangencial.

Como esta componente es variable al menos en direccion, para cuantificar su trabajo se
aplica un método similar al que se utilizd antes, para calcular el trabajo de una fuerza variable
en maddulo, esto es, se divide el arco recorrido en pequefios arcos infinitesimales que tiendan a
cero, de tal manera que se pueda igualar cada longitud de arco infinitesimal (As) al modulo de
su respectivo desplazamiento (Ax), para considerar que en ese pequefio desplazamiento la
fuerza permanece aproximadamente constante y se pueda aplicar, otra vez, la Ec. 5-4 a cada
uno de esos desplazamientos, de la siguiente forma:

F 101 ASg1 c0s0° =E. —E¢ donde: ASo1 = AXo1
F 112 AS12 c0s0° = E —E

F 123 ASy3 CcOS 0° = Es—Ew

FinynNAS p1yn €0S0°=Ec¢—Ecny.

Sumando miembro a miembro todas estas ecuaciones queda:
Tror + Trig + —----m-m-m-m- =AE; osea:
XT=AE;

Pero el ~ T es el trabajo neto, por tanto tenemos que:
Th=AE;,

gue es exactamente igual a la Ec. 5-6.

En el caso particular de que la fuerza tangencial sea constante en mddulo, el sumatorio
anterior queda:

Ft (ASpr + AS12+ wvvnennnnn. ) cos 0° = AE.,

Pero la suma que esta dentro del paréntesis es la longitud total del arco recorrido, por lo
que queda:

F: As cos 0° = AE.,
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5.3 Trabajo mecanico y energia potencial

Lo que significa que, en general, el trabajo realizado por una fuerza tangencial constante
en maddulo esta dado por la siguiente expresion:

T=F;Ascos & (5-10)

Generalizando todo lo visto hasta ahora se puede decir que siempre que un Cuerpo se
mueva por una superficie horizontal, lisa, independientemente de la trayectoria que describa o
de las caracteristicas de las fuerzas que actuen sobre él, el trabajo neto siempre es igual a la
variacion de la energia cinética. La Unica diferencia esta en la forma de calcular el trabajo,
como se ha demostrado en los diferentes sistemas analizados anteriormente.

Potencia

Cuando se relaciona el trabajo realizado por una fuerza cualquiera con el intervalo de
tiempo durante el cual se realiz6 dicho trabajo, se obtiene otra cantidad fisica, que indica la
rapidez con la que se realiza un trabajo; esta cantidad se conoce con el nombre de Potencia
(P); por lo tanto, la potencia viene dada por la siguiente expresion:

P=T/At (5-11)

Si el trabajo se mide en Joules y el At en segundos, la potencia viene dada en J/s, unidad
gue se conoce con el nombre de vatio.

Esta nueva cantidad fisica es muy importante ya que en la préctica no interesa tanto
conocer el trabajo que es capaz de realizar cualquier agente externo, sino la rapidez con la que
lo hace.

5.3 TRABAJO Y ENERGIA POTENCIAL

En la seccién anterior se considerd el movimiento de una particula sobre una superficie
horizontal, lisa. Considere ahora primeramente una particula de masa m colocada sobre el
tablero de una mesa que se encuentra a una altura ho del piso como se indica en la Fig. 5-7(a)
donde la Tierra genera una fuerza P (peso) y el tablero de la mesa una fuerza N (normal), que
acttan sobre la particula. Como no existe aceleracion se tiene que N = P.

B B
m
m Ah P Ah
m A A hf A hf
P l ho P ho ho
Superficie
de la Tierra
(@) (b) (©
Figura 5-7
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Si la particula de masa m es subida con una velocidad v constante, desde la posicion A
hasta la posicién B, por medio de una fuerza constante F, de magnitud igual a la del peso P,
cuyo valor es P = mg, el desplazamiento de la particula es A h = h; — hg, como se indica en la
Fig. 5-7 (b) y la fuerza neta sobre el bloque es cero, hs y hg son, respectivamente, las alturas
verticales del punto final B y del punto inicial A, con respecto a cualquier nivel de referencia
(por ejemplo la superficie de la Tierra).

Entonces:
F-P=0

Si se multiplica por A4 h se tiene:
FAh-PAh=0 entonces:
Te —Tp =0

Donde T = F A h es el trabajo realizado por la fuerza F,y Tp =— P Ah=-mg A h el
trabajo realizado por el peso. En este caso, como la fuerza neta es igual a cero no hay
incremento en la energia cinética de la particula, ya que el peso realiza una cantidad de trabajo
igual pero negativo.

Entonces:

Te—=mgAh=0
Te= mg Ah=mg (hs —hg) = mg hs— mg hg
La cantidad mgh se define como otra clase de energia que se denomina energia potencial

gravitacional (Epg), h es la altura (posicion) de m, con respecto a un nivel arbitrario de
referencia.

Tr = Epgt — Epgo, €s decir
En otras palabras, podemos decir que mientras la particula cambia verticalmente de
posicion de A hasta B, con velocidad constante, la fuerza F realiza un trabajo sobre la
particula, que produce un incremento en la energia potencial gravitacional de la misma.
Ademas, como:
Tp=-mgAh=-mghs+mgho= —(Epgt — Epgo)

gueda finalmente que:
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5.3 Trabajo mecanico y energia potencial

Lo que significa que el trabajo realizado por el peso siempre produce un cambio en la
energia potencial gravitacional; asi por ejemplo, si el peso realiza un trabajo positivo la
energia potencial gravitacional disminuye y viceversa.

Considere, ahora, una particula de masa m que sube por un plano inclinado, liso, con

velocidad constante por accién de la fuerza constante F, paralela al plano, como se indica en
la Fig. 5-8 (a).

AX

¢ ) ho
(a) (b)
Figura 5-8

Analizando el diagrama de fuerzas de la Fig. 5-8 (b) y con ayuda de la primera ley de
Newton, en la direccion perpendicular al plano se tiene que N = mg cos ¢ puesto que no hay
aceleracién en esa direccion; y como la particula sube con velocidad constante no existe
aceleracion en la direccion paralela al plano, entonces F — mg sen ¢ =0. Como sen ¢ = Ah/
AX, se tiene que F — mg Ah / Ax = 0, que se arregla y queda F Ax — mg Ah = 0, que es
exactamente igual a la respuesta encontrada para el movimiento de la particula de masa m
desde A hasta B de la Fig. 5-7 (a); en consecuencia, se puede asegurar que el cambio en la
energia potencial no depende de la trayectoria seguida, sino de las posiciones inicial y final.

Para generalizar, considere una particula de masa m que sube con aceleracién, por un

plano inclinado, liso, por accion de la fuerza constante F paralela al plano, como se indica en
la Fig. 5-9 (a).

\fo

AX

Ah

mg cos ¢

(a) (b)
Figura 5-9
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Analizando el diagrama de fuerzas de la Fig. 5-9 (b) y, con ayuda de la primera ley de
Newton, en la direccion perpendicular al plano se tiene que N = mg cos € puesto que no hay
aceleracion en esa direccion, y como el cuerpo sube con aceleracion a paralela al plano, por la
segunda ley de Newton se tiene que:

F-mgsen¢g =ma
perosen ¢ = A h/ A X, entonces:
F-mgAh/AXx =ma;
que al sacar denominador comdn y multiplicar queda:

FAx—-mgAh=maAx,

Debido a que las fuerzas que acttan sobre la particula son constantes, la aceleracion a
también lo es, por lo que podemos reemplazarla por la expresion:

a = (Vxt = Vxo®) / 2 AX
y entonces se tiene que:
FAx—-mgAh =AE
FAXx = mgAh + AE,
Te= AEp + AE (5-14)

Lo que significa que en estas condiciones, el trabajo realizado por la fuerza puede
producir cambios en las energias cinética y potencial gravitacional de la particula.

De las tres situaciones analizadas anteriormente, se puede concluir que la energia
potencial gravitacional de una particula esta dada por la expresién mgh si se considera que la
particula se mueve por un campo gravitacional uniforme, ya que g no cambia con la altura,
porque solamente se consideran aquellas situaciones en las cuales h es muy pequefia,
comparada con el radio de la Tierra. Debe quedar claro entonces que esta relacion no se puede
aplicar para alturas en las cuales la gravedad tiene una variacion significativa con las mismas.

Debido a que h representa la altura de la particula con respecto a un nivel de referencia
escogido arbitrariamente, h puede ser positiva, negativa o cero, lo que significa a su vez que la
energia potencial puede ser también positiva, negativa o cero, a diferencia de la energia
cinética que siempre tiene valores positivos o cero.

También es importante indicar que la energia potencial gravitacional no es una propiedad
exclusiva de la particula sino del sistema particula-Tierra, por lo que se debe cuidar al hablar
de Epq de un sistema y no de una particula.

Finalmente, si se considera la Ec. (5-14) se puede escribir:
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5.3 Trabajo mecanico y energia potencial

Pero como se vio anteriormente: — A Eq = Tp, entonces:
Te+Tp=AE,

En vista de que las Unicas fuerzas que realizan trabajo son F y P, entonces la suma de los
trabajos realizados por estas fuerzas es el trabajo neto, por lo que se puede concluir que:

Th=AE

Lo que quiere decir que la relacion trabajo neto—variacion de energia cinética, es una
relacion de caracter general, aplicable a cualquier sistema acelerado.

Trabajo de la fuerza elastica y energia potencial elastica

Las fuerzas elésticas son aquellas que aparecen en sistemas deformables como son, por
ejemplo, los resortes. Suponga entonces que se tiene una particula de masa m, unida al
extremo de un resorte de masa despreciable y longitud natural 1o, lo que quiere decir que el
resorte no esta ni estirado ni comprimido, como se indica en la Fig. 5-10 (a).

Fe
Xo Xf
b | x| X
| |
m Fe F F A
MWWWWWWA ] ———

F+

b

(a) (b)
Figura 5-10

Al aplicar una fuerza F al sistema masa-resorte, para estirarle una distancia x a partir de
su longitud natural, se observa que el resorte ejerce, a su vez, una fuerza en direccién
contraria sobre la masa, que se denomina fuerza recuperadora elastica F. y que depende de su
deformacion o elongacion, ya que para provocar una mayor deformacién es necesario aplicar
cada vez una fuerza mas grande.

La relacion entre la fuerza recuperadora elastica Fe y la deformacion del resorte x fue
investigada por Hooke, quien en forma experimental determiné que:

Fe =—kx, (5-15)
donde k es una constante que depende de las propiedades fisicas del resorte y que se

denomina constante elastica. El signo negativo indica que la fuerza recuperadora elastica
siempre esta en direccién contraria a la deformacion.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Al deformar el sistema masa-resorte desde una posicion inicial xo hasta una posicion final
s, la fuerza recuperadora elastica realiza un trabajo que se puede cuantificar con el calculo
del area que se encuentra entre la curva F. contra x, el eje x y las rectas X = Xg y X = Xz, COMO
se indica en la Fig. 5-10 (b), o sea

Tre=%Ft Xf =% Fo Xo, como Fe =— Kk X, entonces:
Tee=—Y%kXs. X +% Kk Xp . Xo
Tre = (e kxi® = Vokxo?)

La cantidad ¥ k x? es otro tipo de energia potencial conocida con el nombre de energia
potencial elastica de una particula, unida a un resorte de constante elastica k, por lo tanto:

Tre =— (Epef - Epeo)
T Fe = - A Epe (5_16)

Lo que quiere decir que, el trabajo realizado por la fuerza eléstica siempre esta asociado a
un cambio en la energia potencial elastica, asi por ejemplo, si la fuerza elastica realiza un
trabajo positivo, la energia potencial elastica disminuye y viceversa.

Energia mecanica

De lo que se ha visto hasta el momento, un sistema masa — resorte — tierra puede tener

simultaneamente energia cinética, energia potencial gravitacional y energia potencial elastica.

A la suma de estas tres formas de energia se denomina energia mecanica (Ew), 0 sea:

5.4 FUERZAS CONSERVATIVAS Y NO CONSERVATIVAS

Fuerzas conservativas
Debido a que en un sistema masa-resorte pueden existir las energias cinética, potencial

gravitacional y potencial elastica es posible que se produzca cualquier interconversion entre
estas tres formas de energia, como se ilustra en la Fig. 5-11.

/

Ec

Figura 5-11
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5.4 Fuerzas conservativas y no conservativas

Un ejemplo de estas interconversiones se puede analizar con el cuerpo de la Fig. 5-12,
que se encuentra inicialmente en reposo, sobre el resorte comprimido.

I:I I movimiento

NR

lAAAAAAA
‘VVVVVVV

Figura 5-12

Al soltar el resorte, el cuerpo se mueve hacia arriba hasta alcanzar cierta altura, con
respecto al nivel de referencia que se indica. Durante el movimiento vertical, la energia
potencial elastica que tenia el sistema cuando el resorte estaba comprimido se convierte en
energia cinética y en energia potencial gravitacional.

Ee
EPQ % EPe
Figura 5-13

Si el intervalo de anélisis es entre el instante en que el cuerpo vuelve a ponerse en
contacto con el resorte y el instante en que se detiene, luego de comprimir al resorte
nuevamente, la energia cinética con que llega el cuerpo, mas la energia potencial gravitacional
se convierten en energia potencial elastica, como se ilustra en la Fig. 5-14.

Ec

Figura 5-14

En cualquiera de los casos de interconversion, la energia mecanica del sistema permanece
constante, es decir, se conserva, pues no hay flujo de energia desde o hacia otro sistema
exterior; en consecuencia, a las fuerzas que intervienen en estas interconversiones se les llama
fuerzas conservativas; entre ellas se puede mencionar a las fuerzas gravitacional, eléstica y
eléctrica.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Cuando una fuerza es conservativa, el trabajo realizado por ella cumple con las siguientes
caracteristicas:

a) es independiente de la trayectoria,
b) es cero cuando la trayectoria es cerrada,
c) siempre esta asociado a una variacion de energia potencial.

El lector podria demostrar las caracteristicas a) y b) en el siguiente ejercicio, puesto que la
tercera ya fue demostrada anteriormente.

En la Fig. 5-15, determine el trabajo realizado por la fuerza gravitacional (peso) cuando la
particula se mueve por las siguientes trayectorias:

a) AB
b) ACB
c) ADEFB . .
d) ADEFBCA
B
C
hy
A D
ho
Figura 5-15

Es importante anotar que si sobre un sistema actdan unicamente fuerzas conservativas,
entonces la energia mecanica del sistema se conserva; lo contrario no necesariamente es
cierto, esto es, si la energia mecéanica del sistema se conserva no necesariamente actdan solo
fuerzas conservativas, por ejemplo, al empujar una caja con velocidad constante sobre una
superficie horizontal rugosa la energia mecanica de la caja se conserva puesto que no hay
variacion ni de la energia cinética (velocidad constante) ni de la energia potencial
gravitacional (superficie horizontal), en consecuencia, se podria concluir que tanto la fuerza
con que se empuja la caja y la fuerza de rozamiento son conservativas lo cual es incorrecto
porque si actuara solo una de ellas la energia mecanica del sistema aumentaria o disminuiria.

Fuerzas no conservativas
A diferencia de las fuerzas conservativas, las no conservativas son aquellas fuerzas que al

actuar solas en un sistema producen cambios en la energia mecanica del mismo aumentandola
o disminuyéndola.
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5.4 Fuerzas conservativas y no conservativas

Cuando una fuerza es no conservativa, el trabajo realizado por ella cumple con las
siguientes caracteristicas:

a) depende de la trayectoria,
b) es diferente de cero cuando la trayectoria es cerrada,
C) no esta asociado a una variacion de energia potencial.

El ejemplo més claro de este tipo de fuerzas es la fuerza de rozamiento.

En el caso de un bloque, al que se da un impulso inicial para que se mueva sobre una
mesa, como se indica en la Fig. 5-16. Debido a que existe movimiento entre las dos
superficies que estan en contacto (la del bloque y la de la mesa), la fuerza de rozamiento que
actua sobre el blogue, realiza un trabajo resistivo (negativo) sobre él, pues en este caso la
fuerza de rozamiento es contraria al desplazamiento del blogue, por lo tanto:

Tfr = fr. AX COS :|.80O = — fr. AX

movimiento

—>

Figura 5-16

En vista de que el bloque, debido a la fuerza de rozamiento se va deteniendo, el signo
negativo del trabajo del rozamiento significa que éste, esta disminuyendo la energia mecénica
del sistema bloque — Tierra. Cuando esto ocurre se dice que la fuerza de rozamiento, o de
friccion, es una fuerza disipativa.

Dicho de otra manera, como el bloque se detiene, entonces la energia cinética que tenia
inicialmente ya no existe. Esto no quiere decir que la energia cinética ha desaparecido, pues,
segun el principio de conservacién de la energia, esta no se crea, ni se destruye, solo se
transforma. Lo que sucede es que la energia cinética, debido a la friccion, se transforma en
otra clase de energia que se denomina térmica ¢ caldrica (Q) la misma que se disipa y produce
el calentamiento (aunque imperceptible) de la mesa, del mismo bloque y del aire que los
rodea; es decir, si la fuerza de rozamiento actia como fuerza disipativa, transforma energia
mecanica en calor. Por lo tanto, la cantidad de calor generada por la friccion esta dada por:

Q= —Tg (5-18)
Se inivita al lector a realizar un ejercicio similar al de la Fig. 5-15, considerando que la

particula de la Fig. 5-16 se desplaza sobre la mesa rugosa, por diferentes trayectorias, para
demostrar las caracteristicas 1 y 2 de las fuerzas no conservativas.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Es importante indicar que la fuerza de rozamiento no siempre es disipativa. Supongamos
que la mesa de la Fig. 5-16 se encuentra sobre una superficie sin friccion y se le aplica una
fuerza horizontal, de tal manera que se acelere horizontalmente, conjuntamente con el bloque.
Si no se considera la resistencia del aire, aplicando la segunda ley de Newton al bloque, se
puede concluir que la fuerza que hace que el bloque se acelere es la fuerza de rozamiento
estatica, que ejerce la mesa sobre este; en estas condiciones la fuerza de rozamiento favorece
el desplazamiento del cuerpo vy, por lo tanto, su trabajo respecto al suelo es positivo, por lo
gue la energia mecanica del bloque aumenta.

En este capitulo, solamente se consideran sistemas en los cuales la fuerza de rozamiento

se comporta como fuerza disipativa, por lo que, el trabajo realizado por dicha fuerza siempre
se cuantifica como energia térmica o caldrica.

5.5 RELACION GENERAL TRABAJO - ENERGIA

Deduccion de la relacion general trabajo — energia

En la Fig. 5-17 (a) se considera una particula de masa m, unida permanentemente a un
resorte, que sube con aceleracion, por un plano inclinado rugoso, debido a la fuerza F paralela

al plano.
\fo

AX

Ah

(a) (b)
Figura 5-17

Es la situacion mas general que se va a analizar, en donde solo la fuerza normal, N, que
aparece en el diagrama de fuerzas de la Fig. 5-17 (b), no realiza trabajo, por ser perpendicular
al desplazamiento del bloque.

Debido a que la particula sube con aceleracion, hay una fuerza neta que realiza trabajo, el
cual produce, como lo vimos anteriormente, una variacion de la energia cinética, por lo que se
puede escribir:

Tn = AE, pero:
Th=ZT=Tg+Tp+ Tg + T, por lo tanto:
Te+Tp+Tre + Tre = AE

Pero: Tp = — AEpg, Tre =—AEpey T =—Q, entonces:
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5.5 Relacion general trabajo-energia

TF —AEpg, _AEpe _Q:AEC
TF =AEC + AEpg +AEpe +Q

Ahora bien, si a mas de las fuerzas consideradas actuarian otras fuerzas como F1, F», F3,
etc., entonces la ecuacion anterior hubiera salido de la siguiente forma:

Te+Tr v+ T+ T+ oo =AE. + A Epg + AEpe +Q
o lo que es lo mismo:
ZTex =AE; + AEpy +AEp +Q (5-19)

A pesar de que esta Ultima ecuacion fue desarrollada, por facilidad, a partir de una
situacion particular (plano, particula, resorte) es de validez general y por eso se la conoce
como la relacién general trabajo - energia.

Es importante aclarar que, si bien todas las fuerzas que actian sobre la particula son
externas a ella, por ser ejercidas por los cuerpos que se encuentran en los alrededores de la
particula, para esta relacion en el sumatorio de los trabajos externos no se deben considerar
los trabajos realizados por el peso, la fuerza elastica y la fuerza de rozamiento, debido a que
estos trabajos estan considerados como cambios en las energias correspondientes, asociados a
estas fuerzas propias del sistema masa-tierra-medio eldstico.

Principio de conservacion de la energia mecanica
La Ec. 5-19 se puede escribir de la siguiente forma:
XText = Et —Eco+ E pgf — Eng + Epef - EpeO +Q

X Text = (Ect + Epgr + Eper) — (Eco + Epgo + Epeo) + Q;

pero la suma de las energias cinética, potencial gravitacional y potencial eléstica es la energia
mecanica (Ey), por tanto la ecuacion queda:

X Tex = Emi —Emo + Q, es decir:
YT = AEm+ Q (5-20)
De la Ec. 5-20 se puede deducir que, si se cumplen las siguientes condiciones:
1. ZTex =0yQ=0 0
2. X T = Q, entonces:
A En =0 por lo tanto:
Emt = Ewmo (5-21)

Esto quiere decir que la energia mecanica del sistema se conserva, razon por la cual a esta
ultima ecuacion se conoce como el principio de conservacion de la energia mecanica.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Generalizacidn del principio de conservacion de la energia

La relacion general trabajo energia establece que, el trabajo realizado sobre (o0 por) un
sistema siempre se puede cuantificar por la variacion de las energias: cinética, potencial
(gravitacional, elastica, etc.) y por la energia térmica, que se pierde como un trabajo realizado
en contra de las fuerzas no conservativas como la friccion, como se ilustra en la Fig. 5-18.

AE.
AE,
T Q
> —_—
Sistema
Figura 5-18

Se ha demostrado, en la practica que, todas las fuerzas no conservativas realizan un
trabajo que siempre se puede contabilizar como alguna forma de energia. Para generalizar
podemos reemplazar Q por AE’, que representa la variacion en otras formas de energia

interna, que ya no se pueden contabilizar como energias potencial ¢ cinética, por lo tanto se
puede escribir que:

ST =AE; + AE, +AE’ (5-22)

Es necesario recordar que la energia potencial solo se puede asociar a las fuerzas
conservativas.

Para hacer una altima generalizacion, considere dos sistemas, S1 y S,, que solo pueden
interactuar entre si y no con el medio exterior. Suponga que S, hace un trabajo T sobre S;,
como se indica en la Fig. 5-19, debido a que S, no puede interactuar con el exterior sino solo
con Sy, el trabajo T solo puede realizarse a costa de una disminucién de su energia total, por
lo tanto la energia perdida por S, es igual al trabajo T e igual a la energia ganada por Sy,

AEg AEg
AEpz AEpl
AE?, T AE’,
>
Sz Sl
Figura 5-19

Si consideramos a S; y a S, como un solo sistema es posible prescindir del paso
intermedio y escribir que:

AEri=- AEp

donde el signo menos significa que S, pierde energia, mientras que S; gana energia; pero,
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5.6 Fuerzas centrales

AEm = AEq + AEp +AE’1 Yy AEn = AEp + AEp + AE’; por lo tanto:
AEq + AEp +AE’s = —(AE; + AEp +AE’)
Pasando todo al lado izquierdo queda:
AEc+ Ep) +A(Epn + Ep) + A(E’1+ E’2) = 0,08sea:
AEs=0 (5-23)

Esta Gltima expresion constituye el principio de conservacion de la energia para todo el
sistema formado por S; y S».

Si se amplia esta expresion al sistema mas general que existe en la naturaleza, que es el
universo, se puede concluir que su energia total siempre permanece constante, lo que quiere
decir que la energia no se crea ni se destruye, solo se transforma; esto es, si una parte del
universo gana energia, debe ser como consecuencia de que otra parte del mismo la pierde.

Considerando todas las formas de energia existentes, nunca se ha encontrado una
violacion a este principio de conservacién, razon por la cual constituye un principio de
caracter universal.

5.6 FUERZAS CENTRALES

Tanto la fuerza gravitacional entre dos masas puntuales, como la fuerza electrostatica
entre dos cargas eléctricas puntuales, son inversamente proporcionales al cuadrado de la
distancia relativa entre las masas o entre las cargas eléctricas respectivamente, esto, segun la
ley de la gravitacion universal de Newton, Ec. 4-10, y segun la fuerza de atraccién o
repulsion electrostatica dada por la ley de Coulomb, Ec. 4-11. Por esta razon se pueden tratar
ambas fuerzas al mismo tiempo, observando que ambas pueden ser escritas en la forma

F=CIr, (5-24)

donde C es una constante, distinta en cada caso.

En la atraccion gravitacional entre dos masas puntuales, la fuerza F que actla sobre una
de ellas es colineal al segmento de linea recta que une a ambas particulas y viceversa y en su
modulo se tiene un producto constante C = GmM, donde G es la constante de la gravitacion
universal, M y m son las masas de las particulas interactuantes. Para las interacciones
electrostaticas entre cada par de cargas eléctricas puntuales, la fuerza electrostatica F que
actua sobre una de ellas es colineal al segmento de linea recta que une a ambas cargas, F
apunta hacia una u otra carga dependiendo del signo de las cargas, en todo caso se obtiene el
producto constante C = KqQ, donde K es una constante eléctrica, que se relaciona con un
parametro denominado permitividad eléctrica, q y Q son las cargas interactuantes. En este
contexto, ya que el campo y la fuerza asociada son colineales al segmento de linea recta que
une a ambas particulas interactuantes, tanto la fuerza gravitacional, como la electrostética son
fuerzas centrales.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

Es de mucho interés el saber cuanto trabajo T se necesita realizar para trasladar la masa m
desde el punto A hasta el punto B, tomando como trayectoria la linea recta que pasa por M y
m, en presencia del campo gravitacional generado por M. Ver Fig. 5-11. Entonces, el radio
vector posicion relativa de m respecto a M, inicial y final seran ra y rg, respectivamente. Con
esto, la magnitud de la fuerza de atraccion gravitacional es variable, desde el valor

FA:GM—r2n hasta F, =Gm

5

M Iy

L.// /,/
\ &

Figura 5-11 Cuerpo de masa m trasladado desde B hasta A, en el campo gravitacional
del cuerpo de masa M.

Para calcular el trabajo T suponga que la trayectoria recta entre A y B esta dividida en n
desplazamientos muy pequefios, cada uno de longitud Ar. Dentro de cada Ar, F es
practicamente constante y como una aproximacion para el T total se tendra:

T= Fl(Ar)l + Fz(AI’)z + o+ Fn_l(Ar)n_l + Fn(Ar)n (5—25)
Para conseguir una respuesta exacta se debe hacer que n tienda al infinito, entonces se

tiene un problema que debe resolverse con las técnicas del calculo integral. El valor resultante
para el trabajo T, necesario para trasladar m es:

T=C (Ura-1irg). (5-26)

Superficies equipotenciales

La ecuacién Ec. 5-24 dice que F = C/r%, donde C = GMm e indica que, a una distancia r
de la masa M, la fuerza gravitacional que experimenta la masa m es de igual magnitud,
independiente de la direccion en que se encuentre. El lugar geométrico que cumple con esta
condicion, es una esfera de radio r centrada en M. Ya que la magnitud de campo gravitacional
es constante en esta esfera de radio r se dice que esta superficie es equipotencial.
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5.6 Fuerzas centrales

En cuanto al trabajo necesario para trasladarse en una superficie equipotencial se tiene:

T= Fe Ar

T = F Arcosé, donde 8=90’, y por tanto cos & =0, asi

T

0, el trabajo resulta nulo.

Cuando una particula se mueve por cualquier camino en una superficie equipotencial, sin
friccion, el trabajo realizado para tal movimiento es igual a cero; es decir, no se gasta energia
alguna para trasladarse de un punto cualquiera a otro, en una superficie equipotencial.

El trabajo conservativo es independiente de la trayectoria seguida

Al resolver el problema de cuanta energia se debe gastar o cuanto trabajo se debe realizar
para trasladar una masa inmersa en un campo gravitacional conservativo, entre dos puntos
cualesquiera A y D, también quedara resuelto el problema de cuanto trabajo debe realizarse
para trasladar una carga eléctrica puntual g, entre dos puntos cualquiera A y D, del espacio, en
presencia de un campo electrostatico generado por la carga eléctrica puntual Q.

Suponga que la masa M es la fuente del campo gravitacional, en una regién del espacio
donde se encuentran S; y S, dos superficies equipotenciales; donde los puntos de S; tienen
un mismo valor de campo gravitacional y similarmente todos los puntos de S, tienen otro
valor constante de campo gravitacional. Entonces se traslada la masa m desde el punto A en S;
hasta el punto D en S,, como se muestra en la Fig. 5-14. En los trayectos AB y CD no se
requiere gastar energia alguna para trasladar m y solamente se requiere un trabajo diferente de
cero en el tramo BC, en el que se aplica la Ec. 5-26.

S

Figura 5-14. Traslado de lamasamde Ay D.

Similarmente, en la Fig. 5-15, la masa m se traslada entre los mismos puntos A y D, pero
recorre los arcos equipotenciales: I, 13, Is, 17, en los que no se requiere trabajo alguno y por
los segmentos radiales: I, 14, I, en los que se aplica la Ec. 5-26, que es lo mismo que aplicar
esta ecuacion al segmento radial BC de la Fig. 5-14.
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S

Figura 5-15 Traslado de la masa m entre los puntos A y D, por una
trayectoria que se descompone en los segmentos circulares
equipotenciales y en segmentos radiales.

Como se puede ver en las Figs. 5-14 y 5-15, las trayectorias entre los puntos A y D son
diferentes; sin embargo, el trabajo requerido para trasladar m entre estos puntos es el mismo.
Entonces podemos deducir lo siguiente:

a) El trabajo necesario para trasladar m desde A hasta D, depende solamente de la
constante C = GMm y de la ubicacidon de los puntos A y D, segun indica la Ec 5-26.

b) Si la masa m se traslada por cualquier trayectoria, de manera que finalmente regresa al
punto de partida, entonces el trabajo realizado para tal recorrido es cero.

Cuando se tiene un campo eléctrico generado por una carga puntual Q en reposo, en cuya
region se tienen las superficies equipotenciales eléctricas S; y S, y se requiere trasladar una
carga eléctrica puntual g, desde el punto A hasta el punto D, sin considerar el rozamiento, el
trabajo necesario para dicho traslado no depende de la trayectoria seguida, sino solamente de
la constante C= KQq Yy de la ubicacion de los puntos A y D, segun la Ec. 5-26. Por otro lado,
si la carga vuelve al punto de partida usando cualquier trayectoria, el trabajo requerido en este
caso es cero.

Energia potencial en el campo de una fuerza del inverso del cuadrado
Calcule ahora el T realizado y de aqui el cambio de E, al llevar m desde una distancia
inicial r desde M, hasta una gran distancia (infinita) de M. Aqui 1/rg tiende a cero, de modo

que AE, = C/ra. Designando a la cantidad —C/ra, como la energia potencial en A, vemos que
la Ec.5-26 se puede escribir como:

C (l/rA - l/rB) = C/rA —C/I’B = EpB— EpA: AEp,
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que es consistente con el nombre original AE,. En esta Gltima ecuacion, B puede ser cualquier
punto, no necesariamente el infinito. En general, la E, del sistema, con m a una distancia r de
M esta dada por:

E, =-CIr. (5-27)

5.7 APLICACIONES DEL PRINCIPIO DE
CONSERVACION DE LA ENERGIA

Sistemas y entornos

Cuando se centra la atencion en una pequefia porcion del universo, al cual se llama
sistema, es importante definir sus limites o bordes. Un sistema puede ser un solo objeto o
particula, un conjunto de objetos o particulas, una region o zona del espacio y puede variar de
forma o tamafio (como por ejemplo el gas dentro de un pistén).

Sistemas aislados

Las aplicaciones mejor tratadas por el principio T-E son aquellas en las cuales el sistema
analizado esta aislado de su entorno, de modo que, ninguna fuerza externa actia sobre (0
por) el sistema. Si no actdan fuerzas externas, los alrededores no realizan ningln trabajo
sobre el sistema y a su vez el sistema no realiza ningln trabajo sobre los alrededores. El

trabajo realizado por o en contra de la gravedad se puede cuantificar por el cambio en la E,
gravitacional en un sistema Tierra-particula.

Conservacion de la energia
Para los sistemas aislados, el principio T-E viene expresado por:

E total inicial del sistema = E total final del sistema.

Si solamente esta involucrada la E mecanica, la ecuacion es:

Epo + Eco = Epr + Ecs.

Por otro lado, la ecuacién anterior puede incluir otras formas de energia cuando estas son
importantes, como por ejemplo: la energia calorifica, la energia eléctrica, la energia nuclear.

Este principio, afirma que, si un sistema esta aislado de su entorno, la energia total del
sistema permanece invariable durante cualquier proceso, sin importar los detalles del mismo.
Puede haber y, en efecto existen, cambios en cada clase de energia durante el proceso. Parte
de la E; puede convertirse en E,, o la energia potencial eléctrica, en energia nuclear; pero, la
cantidad total de energia en el sistema permanecera constante. De manera que en un sistema
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aislado la E total es constante; la energia se conserva. Este es un teorema de conservacion y
es una de las leyes mas importantes de la fisica. Es necesario enfatizar que es una ley valida
solo para sistemas aislados; es decir, sobre los cuales actdan solo fuerzas conservativas como
la gravitacional y la eléctrica, aquellos sistemas en los cuales su T puede ser expresado en
términos de cambios en la E,.

Los siguientes ejemplos tratan de desarrollar una mejor comprension del principio de
conservacion de energia.

Péndulo simple

Ejemplo 1. Un péndulo simple consiste en una pequefia esfera de masa m atada al extremo de
una cuerda ligera e inextensible de longitud L. Se lleva a m hacia un lado, de manera que la
cuerda forma un angulo @, con la vertical y se la abandona desde el reposo. Encuentre la
rapidez de la esfera cuando alcanza el punto mas bajo, si se desprecia la friccion con el aire.

6h
L Vo= 0
A

hy

B

-
m
h,
NR

Figura 5.7.1 Péndulo
Solucidn. Al inicio Eco = 0 ya que el péndulo es abandonado desde el reposo en el punto

A, de acuerdo con la Fig.5.7.1. Con respecto al nivel arbitrario de referencia (NR) se tiene
que la energia potencial gravitacional es:

Epo =mg (h1 + hz)

Si no existe la friccion del aire no se necesita considerar el trabajo realizado por la
friccion sobre el pendulo. La fuerza gravitacional actia sobre la esfera, pero es una fuerza
conservativa. La tensién de la cuerda es perpendicular al desplazamiento en todo instante, por
lo que no hace trabajo sobre la esfera. De acuerdo con el principio de conservacion de energia
(PCE), la energia de la esfera se conserva, por lo que se tiene:

mg (h1+ hy) + 0 = mgh, + Yamv¢?, luego

Vi = \[2gh:. (5.7-1)

Este resultado se puede expresar en funcion de Ly € ya que:

hi=L—-Lcos 89 =L (1-cos Oy),

188



5.7 Aplicaciones del PCE

asi que:

Vi = \/2gL(L-cos o) . (5.7-2)

Note que la v;, como estd dada en la Ec. 5.7-1, es exactamente la rapidez de un objeto
que cae verticalmente desde una altura h;. El estudiante podria demostrar que la esfera
después de pasar por B, alcanzara su altura original h; + h,, sobre el nivel de referencia (NR).

Un fisico, que tenga confianza en la ley de la conservacion de la energia, podria dejar
caer la esfera de un péndulo simple desde su barbilla y observarlo como oscila a través de un
arco y regresa hasta su barbilla, sin experimentar ningun impacto cuando el péndulo regresa
hacia €él. Sin embargo, deberia tener sumo cuidado de no empujarlo en el momento de
soltarlo, ya que seria impactado por el péndulo a su retorno.

El rizo

Ejemplo 2. Un rizo es una pista que contiene un movil sin motor y con minima friccion. El
movil parte desde una altura determinada desde donde se deja caer a lo largo de la pista. La
Fig. 5.7.2 muestra dicha pista. EI movil parte desde el reposo en el punto A y viaja dentro de
la parte circular de radio R. ¢(Cudl debe ser la minima altura h de A para que el carro no
abandone la trayectoria en B, que es el punto mas alto del circulo? Desprecie la friccion.

Solucion. En cualquier punto de la trayectoria del mdvil, las dos uUnicas fuerzas que
actuan sobre €l son su peso y la reaccion de la pista.

A

Figura 5.7.2 EI mdvil recorre el rizo sin abandonarlo.

Ya que esta Ultima fuerza (Normal) forma un angulo recto con la pista (que no exista
friccién significa que la pista no ejerce fuerzas tangenciales), esta fuerza no hace trabajo,
porque esta siempre perpendicular al desplazamiento. La Unica funcién de la fuerza Normal,
de la pista sobre el carro, es la de cambiar la direccion y no la rapidez del carro.

189



5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

El trabajo realizado por el peso, que es una fuerza conservativa, no cambia la energia
mecanica total del carro. Se ve, entonces, que se puede escribir la ley de conservacién de la
energia como:

Eon + Eca =Eps + Ecs 0
mgh + 0 = mg(2R) + Yamvg?,

donde vg es la rapidez del carro en el punto B.

Se debe tener informacion adicional para determinar h a partir de la ecuacion anterior. Si
el carro no debe abandonar la pista circular en ningln punto, la fuerza neta sobre el carro debe
ser justamente la necesaria para mantener el movimiento circular en el rizo de radio R; esto
quiere decir que la fuerza neta debe ser la fuerza centripeta requerida, en B. En este punto, las
dos fuerzas aplicadas sobre el carro son su peso mg verticalmente hacia abajo y la reaccion de
la pista N, también verticalmente hacia abajo. Se tiene:

mvas?

mg+ N = (5.7-3)

A mayor vg mayor es la reaccion de la pista. El valor mas pequefio de vg es aquel para el
cual N =0:
mVB2
R
Asi, cuando vg? = gR, la pista no ejerce fuerza sobre el carro en B y Ginicamente el peso del
carro es el necesario para mantener el movimiento circular. Si la vs fuere menor que \/gR,
mg seria mayor que la fuerza centripeta necesaria, ocasionando que el carro deje la pista.

mg = (5.7-4)

Combinando, las Ecs. 5.7-3 y 5.7—-4 anteriores, se tiene:

gh = 2gR + %gR,

h= 5/2R.

Movimiento de Satélites (Velocidad de escape)

Ejemplo 3. Algunos cohetes espaciales de prueba, han “escapado del campo gravitacional de
la Tierra”, en el sentido de que su v, fue tan grande, que no retornaron a la Tierra. (Se sabe
que el campo gravitacional de la Tierra se extiende por todo el espacio, de modo que no es
cierto que se pueda escapar de €l). ;Cudl es la rapidez minima de un cohete, que le permita
“escapar del campo gravitacional terrestre”? Desprecie la friccién con el aire.

Solucidn. Primero se planteara un problema un tanto mas general. Suponga que se lanza
un cohete verticalmente desde la Tierra, con una rapidez inicial vo. ¢Cual es la altura que
alcanza? (Asumimos que todo el combustible del cohete es consumido inmediatamente luego
del lanzamiento, cuando el cohete esta todavia cerca de la superficie terrestre).
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Este problema se resuelve facilmente usando el PCE para el cohete. A medida que el
cohete sube, la E; del mismo se convierte en Ep; a medida que gana altura, su rapidez
disminuye. Ya que no existen fuerzas externas no conservativas que actien sobre el cohete
cuando sube, el cambio de energia mecéanica total es nulo. Aplicando el PCE se tiene:

Epo+ Eco =Epr+ Ect 0

Ect—Eco = Epo —Epr 0 (5.7-5)
AE = - AE,, ahora

AE¢ =0 - Y%mV,

donde m es la masa del cohete y v su rapidez luego del lanzamiento, cuando el combustible se
consumio. Puesto que el incremento de la E,, gravitacional esta dada por:

AEp =C (l/rA - l/rB);

donde C = GmMy, ra = Ry = radio de la Tierra, Mt = masa de la Tierra y rg es la maxima
distancia alcanzada por el proyectil desde el centro de la Tierra, asumiendo que el final de la
combustion ha ocurrido muy cerca de la superficie de la Tierra.

La Ec. 5.7-5 se convierte en:

—¥mv? = - GmMy (IRt —1/rg) 6

V2= 2GM+ (1/R1 = 1/rg),

que es independiente de la masa del cohete.

Retornando al problema original, se ve que debido a que el campo gravitacional de la
Tierra se extiende sin limite hacia afuera de la misma, para que el cohete escape de él, es
necesario que rg — o y 1/rg — 0, entonces:

'a escape = 2GMr 0 (5.7-6)
Rr
Vescape = 2GMr
Rr
Recordando que la aceleracion de la caida libre en la superficie terrestre esta dada por:
_ GMr
g= RZ
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Teoria

se puede reescribir la Ec. 5.7-6 como:
Vescape = —\lzgRT . (57—7)

Usando los valores conocidos de las constantes, se tiene que:

Vescape = 1/2(9,80m /52)(6,36 x10°m)

Vescape = 1,1 X 10* m/s.

En todos los ejemplos presentados, hasta aqui, se ha visto que la E. y la E, gravitacional,
bajo circunstancias apropiadas, se pueden convertir una en otra, En el préximo ejemplo se
vera que la E. y la E eléctrica también se pueden transformar una en otra.

Méaximo acercamiento de particulas cargadas

Ejemplo 4. Dadas dos particulas de masas m; y m,, que tienen cargas +qi y +(2,
respectivamente (todo lo que sigue serda valido también para dos particulas cargadas
negativamente). La particula m; se mantiene estacionaria y la otra es lanzada directamente
hacia ella desde una gran distancia, con rapidez inicial v. Encuentre la distancia de maximo
acercamiento de m; a my.

Solucidn. La Unica fuerza que actta sobre m es la fuerza electrostatica de Coulomb. Se
vio antes, que esta es una fuerza central y por lo tanto conservativa. Entonces se pueden
calcular los cambios de la Ep eléctrica a partir de la Ec. 5-27.

AEp = C (U/ro — 1/ry),
con la constante C = — kqg:0>. El valor negativo de C es necesario, ya que en este ejemplo se

trata con una fuerza repulsiva. Si m, comienza a una distancia ro de m y va hasta un punto a
una distancia rs de my, el cambio de la E, eléctrica es:

AEp = —kqa1q2 (1/ro —1/ry)

= kg2 (1/rs = 1/rp). (5.7-8)

Verifique que la Ec. 5.7-8 es consistente. Si g, se mueve hacia qi, r; < ro, luego 1/r¢ >
1/ro y AE, es positiva, por tanto la Ey > Ego. Asi, cuando las cargas positivas estan mas
cercanas, su E, es mayor. Esto es justamente lo que se debia esperar: si se abandona a ¢
cerca de g1, g2 se alejaria rapidamente de q;, con lo cual gana E., mientras pierde E,
eléctrica.

Ahora, en la préactica es conveniente que g, comience a moverse desde el infinito de
modo que 1/ro =0 vy
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AE, = kq102/r.

Si r; es el maximo acercamiento de g, a qi, la rapidez de g a esa distancia es 0 y E¢ = 0.
Luego

AE, = 0 — Yam,V2.

Usando la ley de la conservacion de la energia se tiene:

— 1om,V? = — kg1 Qa/rs

_ 2koqQ2
mav?

I (5.7-9)

Esto resuelve el problema planteado. Dos puntos importantes se ilustran en este problema. El
primero, muestra que es posible convertir la E mecanica, (Ec) en E, eléctrica y viceversa.
Despueés de que g, se frena y se detiene en ry, su trayectoria se invierte, para luego alejarse
rapidamente hasta el infinito, donde llega con la misma rapidez v, con la que comenzd. Este
simple ejemplo muestra que para usar el principio T-E consistentemente, se debe tener en
cuenta la transformacion de una clase de energia en otra. Esta transformacion, de Ec en E, y
viceversa, es una caracteristica fundamental de las fuerzas conservativas, como las fuerzas
gravitacionales y electrostaticas, debido a que la E, solo se puede definir para fuerzas
conservativas.

El cambio de Ep es independiente del nivel de referencia

El segundo aspecto es que para cualquier clase de energia potencial, lo significativo es la
diferencia de energia potencial Ep. Se puede tomar la energia potencial Ep igual a cero en
cualquier punto que se desee, usualmente el que mas convenga. A veces se toma a la
superficie terrestre como nivel de referencia en el que la energia potencial Ep gravitacional (o
eléctrica) es cero. En el problema del péndulo simple se podia haber tomado el punto méas
bajo del movimiento (punto B de la Fig.5.7.1) como el punto donde la energia potencial Ep es
cero (NR); esto habria sido méas conveniente. A veces se toma la energia potencial Ep en el
infinito como cero, como se hizo en el ejemplo anterior. Recordando que:

Ep=-Cl/r, (5-27)

se ve que cuando r — oo, Ep — 0, de modo que el cambio de energia potencial Ep es igual a
la Ep en el punto més cercano. Si se hubiera asignado a la Ep en el infinito un valor diferente
de cero, diga 10 J, entonces la Ep en el punto méas cercano habria sido:

quli + 10 Joules
f

y AEp todavia seria kqig, / rr. Sumar una constante arbitraria a la expresion de la energia
potencial Ep no afecta la AEp.
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Fusion nuclear

El ejemplo 4 es de mucha importancia practica en el campo de la fisica nuclear. A fin de
inducir la fusién de protones (nlcleos de hidrégeno) en deuterio y helio, el cual es uno de los
procesos basicos en las estrellas, los protones deben estar separados una distancia menor a
5x107* m, aproximadamente, donde la fuerza de atraccion nuclear fuerte tiene lugar. Para
mantenerlos juntos, los protones deben viajar a gran velocidad para vencer la fuerza de
repulsion electrostatica debido a que tienen la misma carga, llamada, +e. Asumiendo que un
proton estad en reposo, con el empleo de la Ec. 5.7-9, para obtener la minima velocidad
requerida, se tiene que:

Ve 2kq1q2:e 2k
mr, mr,

= (1,6><10‘19)\/

2(9%x10°)
(1,67 %1072 )(5x107%°)

=7x10° m/s.

El estudiante podria trabajar la conversion de unidades aqui. Este resultado muestra un
valor de velocidad muy grande, pero que solamente representa el 2.3% del valor de la
velocidad de la luz, por lo que las correcciones que hace la teoria de la relatividad especial
son probablemente innecesarias.

Movimiento de un satélite

Ejemplo 5. Dos particulas de masas muy diferentes se atraen mutuamente con una fuerza
dada por la ley del inverso al cuadrado,

F="

rz’

La particula de masa mas pequefia gira alrededor de la masa mayor en una trayectoria
circular. (Se estd asumiendo que la masa de la particula es infinita y por ello no se mueve).
Ejemplos de esta clase de movimiento anteriormente estudiados son los satélites que gravitan
y el atomo de hidrdégeno, regidos por la ley de la gravitacion universal de Newton y por la ley
de Coulomb, respectivamente.

Solucién. En el tratamiento de todas las fuerzas que cumplen la ley del inverso al
cuadrado, es mas conveniente tomar el cero de Ep en el infinito. Entonces la Ep a una
distancia r esta dada por la Ec. 5-27, como:

Ep=-Z
r

Por otra parte, la energia total E+ para una 6rbita circular de radio r es:
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Er=Ec+Ep= %sz —E. (57—10)
r

La fuerza de atraccion sobre el cuerpo que esta girando es la fuerza centripeta necesaria para
mantener el movimiento circular, esto es:

cC mv? .
Tz por lo que:
C
Imv? =—. 5.7-11
pmv? =~ (5.7-11)

Reemplazando en la Ec. 5.7-10, se tiene que la energia total de la particula en orbita es:

E, =£_E=_£; es decir,
2r r 2r

Energia total de un satélite
E, =1Ep. (5.7-12)

Note que la energia total E+ del sistema es negativa. La energia total Et debe ser negativa
para todo sistema ligado (estable) (si tomamos Ep = 0 en el ). Una energia potencial Ep
negativa significa que se debe realizar trabajo externo para llegar hasta un nivel de Ep = 0; es
decir, a no ser que agentes externos realicen trabajo sobre el sistema para separar a las
particulas, el sistema permanece en equilibrio estable. Si, en cambio, la fuerza entre las dos
particulas es de repulsion, la energia total serd positiva, y el sistema se apartara, como en el
ejemplo 4. En tal caso no existirian orbitas estables.

Trabajo y energia en el movimiento de rotacion

Ejemplo 6. Una particula de masa m gira en un circulo horizontal de radio r. Determine una
expresion para la energia cinética de la particula y para el trabajo empleado en acelerar la
particula, en términos de cantidades angulares.

Solucidn. Se podria obtener facilmente una expresion para la energia cinética Ec a partir
de su definicion:

donde v es la rapidez tangencial y se relaciona con la rapidez angular @ por medio de la
expresion v = or.

Energia cinética rotacional

Entonces,
Ec :%(mrz)a)2 =%Ia)2, (5.7-13)
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donde 1 es la inercia rotacional (momento de inercia) de m en su movimiento (I =m r?). De la
Ec.5.7-13, se puede escribir la Ec de una particula en Orbita, en términos de su velocidad
angular e inercia rotacional. La expresion lo?/2 es también vélida para determinar la E¢ de
sistemas de particulas de cuerpos rigidos en rotacion con velocidad angular o respecto de un
centro de rotacion. En estos casos, el valor correcto de | debera ser empleado.

El lector notara la similitud de las formulas 1o?/2 y mv?/2. Podria trabajar, también, con
las unidades en la expresion 1w%/2 y obtener Joules.

En cuanto al trabajo realizado para acelerar la particula, segun la Ec. 3-17, un torque
constante no equilibrado T producira una aceleracion angular constante a:

T=la.
Pero la aceleracion angular constante implica un cambio en la velocidad angular dada por:

C()f2 = w02 + 206 ,

donde 4 es el angulo girado en radianes mientras dura la aceleracion. Multiplicando la ultima
ecuacion por 1/2 queda:

) Ia)f2 =1 Ia)o2 + lo0,
AEc =176, donde (5.7-14)

AEc =% log - % | 0’

y

Trabajo realizado por el torque

La Ec. 5.7-14 es realmente la aplicacion del principio del trabajo-energia, usado en este
problema, ya que el movimiento circular es horizontal, AEp = 0. Por lo tanto, se identifica a z0
como el trabajo T realizado sobre la particula, cuando gira un angulo 9, por lo que se puede
escribir el trabajo T realizado por un torque al girar un &ngulo 6, como:

T=10. (5.7-15)

En el estudio del movimiento angular de una sola particula, usualmente, no hay ventaja
en usar la Ec. 5.7-14 comparada con la expresion T = AE.. Para sistemas de particulas en
rotacion, incluidos los cuerpos rigidos, las Ecs. 5.7-13 y la 5.7-15 son muy utiles. En un
sistema complejo que incluye tanto movimiento de traslacion como de rotacion se tiene:

T=AEp + AEc + T, (5.7-16)

Expresion que debe considerar T, como la suma de los trabajos hechos por los torques y por
las fuerzas, y AEc, escrita tanto en términos de la Ec rotacional, como de la Ec traslacional.
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5.8 POTENCIAL Y DIFERENCIA DE POTENCIAL

En general, el trabajo para mover una masa o una carga eléctrica desde el punto A hasta
el punto B esta dado por la Ec. 5-26, T = C (1/ra —1/rg), donde la constante C = GMm, para
el caso gravitacional; mientras, la constante C = KQq, para el caso electrostatico, por lo que:

T= GMm _GMm , para el caso gravitacional (5-28)
My g

T= KrQq - KrQq , para el caso electrostatico (5-29)
A B

El concepto de potencial eléctrico aparece analizando la misma Ec. 5-26 en otros
términos, de modo que se tendria:

GM GM .
T=m| —————|, para el caso gravitacional, y

I s

T=gq (Q—Qj para el caso electrostatico.
rA rB

En estas expresiones el trabajo estd separado en dos factores, de manera que el factor
entre paréntesis no depende de la masa m trasladada en el caso gravitacional, asi como
tampoco de la carga trasladada en el caso electrostatico, pues estos factores deben depender
exclusivamente, de las propiedades del campo gravitacional generado por M en el punto
donde se ubica m; y, de manera similar, de las propiedades del campo eléctrico generado por
Q, en el punto donde se ubica g.

La expresion GM/ra se denomina potencial gravitacional en el punto A, donde se ubica la
masa m; mientras que, de manera similar, KQ/ra se define como el potencial eléctrico en el
punto A, donde se ubica la carga eléctrica q.

Si el potencial eléctrico en el punto A se denota por Va, entonces:

v,= 2. (5-30)

Las unidades en que se mide el potencial eléctrico en el sistema internacional es el voltio, que
se denota por V, es util recordar que 1V =1J/C.

El trabajo que hay que realizar para trasladar una carga eléctrica g, desde el punto A hasta
el punto B, en una regién donde existe el campo eléctrico generado por Q es:
T:q (VA—VB) =—q (VB—VA) , asi

T=-qAV, (5-31)

donde AV = (Vg — V,) se denomina diferencia de potencial eléctrico entre los puntos A y B,
también se acostumbra llamar voltaje entre los puntos Ay B.
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5.1 Trabajo mecéanico

PROBLEMAS

5.1 TRABAJO

1. Un ascensor de 500 kg parte del reposo y baja con una aceleracién constante de 0.5 m/s.
Determine el trabajo efectuado por el cable que soporta el ascensor en los primeros 10 m
y en los siguientes 10 m.
T T

b

YF=ma
P-T=ma
T=W-ma=m(g-a)
T =500 (10 - 0.5)
T=4750N
a) Tt =T |A r| cos 180°=4 750 x10 (-1)
Tr =—47500J
b) Tt =— 47 500 J
2. Sobre una particula de masa m = 0.01 kg actla una fuerza externa F. Si la particula parte
de punto A(2,-1) m con una velocidad de 3 j m/s y llega al punto B(3,1) m con una

velocidad de i + 3] m/s. ¢ Cuadl es el trabajo realizado por la fuerza F entre Ay B? El eje y
es vertical. No considere la friccion.

y N

VB
1 L B/r

| | I| | < (m)
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

Eva+ Tr =Ems +T#
YVomva® +Te =m g hg + % m vg?
Te=m (g hg + ¥ V5> ¥ va?)
hg=2m; va=3m/s; vg =10 m/s
Te=0.01 (10 x 2 + % (V10)* - % (3)?)
Tg=0.2051
3. Del techo de una habitacion cuelga una lampara que pesa 200 N, sostenida por una

cuerda de 1 m de longitud que puede soportar una tension maxima de 202 N. Se produce
un temblor que desplaza a la lampara 7° de la vertical. Determine si la ldampara cae o no al

suelo.
- y
A = lampara
X
Im T, T
A A
A@® ~ Y1 X
Va
mg J Mg
A 4
>Fy=0

Ticos7°=mg

T1 =m/cos 7°

T, =2015N

TEnoconserv1 »2 = AEm =0
Emz = Em1
vmv?+0=Eci+mgy;
V2% = 2 g (1-cos 7°)
ZFh=mac,

To—mg=mvy,? /1
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5.1 Trabajo mecanico

To,=m2g(1l-cos7°) +mg

T,=1.015mg
T,=202.98 N
T2 > Tméx-

Entonces, la lampara cae.
Un bloque que pesa 2 200 N se suspende de una cuerda de longitud 1.2 m. El bloque se

empuja lateralmente 30° desde la vertical y se o mantiene alli. ,Cuénto trabajo se ha
hecho para llevarlo a dicho punto?

T=AEM+T’

Si T°=0, se tiene:

T = AEc +AEp
T=%mVi-Vv’)+mgh
Si Vo =0, se tiene:
T=mgh

T=2200h
h=12m-12cos 4
h=1.2m(1- cos 6)
T=2200 x 1.2 (1- cos 30°)

T=353.7J]
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5. Una particula de 3 kg baja 300 m por una rampa de pendiente 1 %, con rapidez constante
de 36 km/h y luego sube 60 m por otra rampa de 2% de pendiente, hasta que se detiene.
Calcule el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento durante todo el recorrido.

300 m 60 m

vi =36 km/h =10 m/s

Vo, =0

h; = 300 sen (arctan 0.01) =3 m

h, = 60 sen (arctan 0.02)= 1.2 m

W = AE¢ + AEpg = - % 3 x 10° + 3 x 10 (1.2 - 3)

Wg = -204 ]

5.2 ENERGIA MECANICA

6. Un cuerpo de masa m se suelta desde el punto A de la pista vertical lisa mostrada en la
figura ¢ Cual es el vector aceleracion del cuerpo en el punto B?

Si se considera las condiciones del problema se concluye que el sistema (cuerpo, pista,
tierra) es un sistema conservativo de energia por lo que si los puntos A y B son considerados
como inicial y final se tiene

Ema = Ems
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De analizar las condiciones del cuerpo en los puntos A y B se concluye que en el cuerpo
A solo tiene energia potencial gravitacional y en B energia potencial gravitacional y cinética

por lo que
mgha=%mVg®-mghg
mg5R=%mVg®+mgR
Ve2=2(5gR-gR)

Ve?=8gR

Del andlisis de las condiciones dindmicas del cuerpo en B se concluye:

tangencial

radial

JF.=N=m(Vg’/R) =8mg
JF=N+P=-8mgi-mgj
a=2Fm=-89i-g0]j
7. Un cuerpo de 10 kg se suelta desde el reposo y sobre el actda una fuerza horizontal cuya
magnitud es de 20 N, como se indica en la figura. El coeficiente de rozamiento entre el
cuerpo y el plano es de ¢ = 0.2. Calcule la velocidad del cuerpo cuando pasa por la

posicion en la cual el resorte se encuentra comprimido una distanciax =5 cm, la
constante del resorte es k = 200 N/m.

im \
g\ -
k )7 1)
@ -

@)

N.R.

/
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En el sistema de la figura existe una fuerza externa asi como una disipacion de energia
mecanica en forma de calor debido a la fuerza de rozamiento por lo que se puede plantear la
siguiente ecuacion

2Text =EM;—EM; + Q

Si se sefiala como nivel de referencia una linea horizontal que pase por el punto 2 se
concluye que en 1 el sistema tiene energia potencial gravitacional y en 2 tiene energia cinética
y energia potencial elastica.

Dado a que la fuerza externa F es constante y el movimiento es rectilineo se tiene que

2Trex = F o Ar = 1.05 x 20 x cos30 = 18.187
El valor de Q es igual al valora del trabajo realizado por la fuerza de rozamiento esto es

Q = Tiror = fr ¢ Ar = 10 N-|Ar|

Del andlisis dindmico de fuerzas del cuerpo en 1 se tiene

Fy-mgy=N=76N
U NJAr|=0,2 x 76,6 x 1,05 = 16,086
Al aplicar la ecuacion teniendo en cuenta las condiciones sefialadas se tiene

FeAr = % mv¥+% kxX*-mgh +FreAr
18.187 =% 10 v? +¥% 200 x 0,05%— 10 x 10 x 0,525 + 16,086

v=23,30 m/s
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5.2 Energia mecénica

8. Lapistade la figura es totalmente lisa. SiAB=10m, R=2m, k=100 N/cmy m = 1 kg.
Determine:
a) La minima compresion del resorte en A, de modo que el bloque logre completar la
trayectoria A-B-C-D.
b) Esta minima compresion ¢depende de la distancia AB? Explique.

D

o]

A B N.R.

a) Dado que el sistema es conservativo en tanto no existe ni trabajo de fuerza externa al
sistema ni disipacion de energia mecanica y considerando los punto A y D como inicial y
final se tiene que

EA = EB
Ea = % kX?
Eb=mgh+% mvp’

Como la condicién es que el bloque logre completar la trayectoria, la velocidad del
cuerpo en D es la velocidad critica (esto es la velocidad requerida para que sumatorio de
fuerzas radiales sea igual al peso).

Vp = \/ Rg

Bkx’=mgh+%mRg

x*=(2mgh+mRag)k Ec. 1
k =100 N/cm (100 cm /1 m) = 10000 N/m
X*=(2x1x10x4+1x 2 x 10)/10000

Xx=0.1m

b) La compresion minima no depende de la distancia AB pues esta no es variable de la
Ec.1.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

9. Enlafigura, el tramo A-B-C es liso, mientras que el tramo C-D es rugoso. El resorte se
encuentra comprimido 10 cm y luego se le suelta. Sim =2 kg y k =30 N/cm, determine:
a) La velocidad del cuerpo en C.
b) La altura h a la que llegara el cuerpo.

AB C

a) Para este literal el sistema es conservativo por lo que las energias mecanicas en C y B
son iguales.

Emc = Ems

Si el nivel de referencia es la linea ABC en C existe solo energia cinética y en B sélo
energia elastica por lo que

Bmve =% kx

Y 2 vZ=1Y% 3000 (0.1)2

Ve =3.87m/s

b) En este literal el sistema no es conservativo en tanto existe disipacion de energia

mecanica en forma de calor por lo que considerando como nivel de referencia la linea
horizontal ABC y E el punto de mayor altura a que llega el cuerpo se tiene:

0 =Ece—Ecc + Epge —Epgc + Q

0=-1/2mvc>+mgheg— Ty

0=-%mve’+mgheg — umgcos30° CE cos180°

0 =— Y vc? +g he + g c0s30°(he /sen30°)

0=-75+10he +3.464 he

he =0.557 m
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5.2 Energia mecénica

10. Un bloque de 3 kg parte del reposo desde un punto P de un plano inclinado como se
muestra en la figura. En la parte inferior del plano hay un resorte con una constante de
elastica k =10* N/m. El coeficiente de friccion entre el plano y el bloque entre los puntos
Py Besde 0.3y entre los puntos Ay B es cero. Encuentre la altura a la cual sube el
bloque despues de rebotar en el resorte por primera vez.

B

30°

A

De considerar que en el sistema no existe fuerza externa la misma que realice trabajo y
existe disipacion de energia mecéanica en forma de calor, la ecuacion general trabajo-energia
para esta caso entre los punto P y C se expresa como sigue

0 = Emc — Emp +Qpac
Si el nivel de referencia se encuentra en una linea horizontal que pase por B se tiene que:
0=m-g-hc—m-g-hp + Qpsc (Ec.1)
Qpec=-Tx=freAr
fr=uN
N=mgcosd
fr= x4 mgcoséd
|Arj=1+d
I=2m/sen30=4m
Qpec =—Tr=pu mgcoséd (4 +d)
Reemplazando en la Ec. 1
O=mghc—mghp+ 4 mgcosé (4+d)
0=hc —hp+ u cosé (4 + d)
0=dsenfd—hp+ 1 cosd (4 +d)

d send=hp—4 1 cosé - u cosé d
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

dsend+ u cosd d=hp—4 u cosé
d=(—4 pcos@+ hy) / (senf+ p cosb)

d=(=4x0.3x0.866 +2) /(0.5 + 0.3 x 0.866)

d=1.26
h=1.26 sen30
h=0.63m

5.3 ECUACION TRABAJO - ENERGIA

11. Desde la parte mas baja, A, de un plano inclinado, sube un bloque hasta detenerse en B. Si
la energia mecanica total del bloque en A y en B es de 100 J y 70 J, respectivamente,
determine el coeficiente de rozamiento entre el blogue y el plano.

? B
AX

- AX -

\e h N h
m g sen45°

45° A 45°
l\ m g cos45°
P

De las condiciones del problema tenemos:
Eva=Ems + Q

Q=Ewan —Emg=100J-70J= 301J

Analizando el diagrama de cuerpo libre del blogue tenemos:
N =m g cos 45°
Fr=u4N=umgcos 45°

Ademaés y remplazando:
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5.3 Ecuacion trabajo-energia

12.

Q= fr AX = umg cos 45° Ax;
En la figura: sen 45° =h/ A x, despejando Ax y remplazando tenemos:
Q = umg cos 45° (h/sen 45°)= x mg h/tan 45°,
Pero
mgh=Epgs
Q = u Epgs /tan 45°
Remplazando valores nos queda:
30J=u70J/tan45°,
Y despejando tenemos que:
u=23l7.
En la posicion mostrada en la figura, el resorte de constante elastica k = 200 N/m esta
comprimido x; =1 m. El coeficiente de friccion es = 0.5y la masa m = 10 kg. El cuerpo

de masa m tiene una rapidez inicial v, = 10 m/s hacia la derecha. ¢ Qué distancia recorre el
cuerpo hasta detenerse?

N 4 v=_0
Vo Vo
K 7 - fr
NV m - u
| X1 u
<2 / AX
Lo P

Analizando la relacion general trabajo — energia:

2 Text= AEc + AEpg + AEpe + Q;

que se puede escribir de la siguiente forma:

2 Text=Eet —Eco + Epgt — Epgo + Epet — Epeo + Q
Y aplicando las condiciones del problema tenemos:
0 =—Ec—Epeo + Q.

Despejando tenemos que:
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

Q = Eco + Epeo.
Del diagrama de cuerpo libre del blogue de masa m tenemos que:
N=P=mg

Recordando que Q es la energia que se disipa debido al trabajo realizado por la fuerza de
rozamiento y remplazando tenemos:

UNAX=Y2 mve® + ¥k x;?
umgAX="Y% mve® +%kx.?
Despejando Ax, remplazando valores y simplificando tenemos:
AX=(%x10x102+%200%x 1) /0.5%x10x 10 m
AX =12 m.
13. Un cuerpo de 1 kg que se suelta desde una altura H, cae en tierra floja y penetra 0.3 m
hasta detenerse. La magnitud de la fuerza de resistencia (fr) que ejerce la tierra contra el
cuerpo, aumenta segun el grafico que se indica. Calcule:

a) la altura H desde la que se solto el cuerpo.
b) la velocidad del cuerpo cuando ha penetrado 0.2 m.

fr (N)
200

150

0 02 03 x(m)

a) Analizando la relacion general trabajo — energia:
2 Text = AE¢ + AEpg + AEpe + Q;
que se puede escribir de la siguiente forma:
2 Text = Ect — Eco + Epgt — Epgo + Epet — Epeo + Q;

Con ayuda de la figura a) y aplicando las condiciones del problema en los puntos 1y 2
tenemos:
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5.3 Ecuacion trabajo-energia

Vo
H

1 1

Vi h AL 3NR
1 .

B t fr 5 : _4&_ 9
vo=0 Vo =0 ¥ s
Figura a) Figura b)

0=-Ec—Epg1 + Q.
Despejando tenemos que:
Q=Eu+Epu=%mvi’+mgh
Ademas:
Q =% 200 x 0.3 J = area bajo la curva f, contrax =30 J
vil=ve’ +2gH
Pero como vo” = 0 tenemos:
vi°=2gH
Remplazando tenemos:
30J=%1Kkg.2x10m/s* H + 1 kg. x 10 m/s?> x 0.3 m.
Despejando y simplificando tenemos que:
H=27m
Ademas
vi’=2gH
Remplazando H = 2.7 m tenemos que:
vi® = 54 m?/s%,
b) Analizando la relacion general trabajo — energia:

ZTextzAEc+AEpg+AEpe+Q
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

2 Text =Ect —Eco + Epgf - Eng + Epef - EpeO +Q

Con ayuda de la Figura b) y aplicando las condiciones del problema en los puntos 1y 3
tenemos:

0=-Ex-Ea-Epm+Q

0=%mvs®+%mvi’— mgh; + Q.
Remplazando valores tenemos:

0="1Y%1kg. vs® - % 1Kkg. 54 m*/s*— 1 kg. 10 m/s*> 0.2 m + % 150 N 0.2 m.
Despejando y simplificando tenemos que:

v3=5.29 m/s

14. Un bloque de 1 kg. se suelta en el punto A de una pista, construida con un cuadrante de
circunferencia de radio 1.5 m. El cuerpo recorre la pista y pasa por B con una rapidez de
3.6 m/s. A partir del punto B se desplaza sobre una superficie horizontal una distancia de
2.7 m hasta detenerse en C. Determine:
a) el coeficiente de rozamiento entre el bloque y la superficie horizontal.
b) el trabajo realizado para vencer la fuerza de rozamiento, cuando el cuerpo se desliz6 de

AaB.

c) la fuerza de rozamiento media en el tramo AB.
d) la constante elastica de un resorte para que al ser colocado en B se comprima 10 cm.

R 0

A A N
R A

VR v=0

AS — u o
fp €— c
B C B ! Ax

P

a) Analizando la relacion general trabajo — energia:
2 Text= AEc + AEpg + AEpe + Q

Para los puntos B y C tenemos:
0=-Es+Q
Q =Ecs,

Recordando que Q es la energia que se disipa por el trabajo realizado por la fuerza de
rozamiento y remplazando tenemos:
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5.3 Ecuacion trabajo-energia

UNAX=Y mvg?
4mgAX=Y mvg

Despejando, y remplazando valores tenemos que:
1=vg’l2gAx
1=3.6m?%s’/2x10m/s? x 2.7 m
4=024m

b) Analizando la relacion general trabajo — energia:
2 Text = AE¢ + AEpg + AEpe + Q

Para los puntos A y B tenemos:
Q =Epga - Ecs,
Q=mgR - %m Vg

Remplazando valores tenemos que:
Q=1kg x 10 m/s® x 1.5 m — ¥ kg x 3.6% m%/s?
Q=8521

c) Conocemos que:

Q= fiAs,
ff =Q/As

Reemplazando valores y simplificando tenemos que:
fr =852J) x4/2nx15m
fr =3.62N
d) Analizando la relacién general trabajo — energia:
2 Text = AE¢ + AEyg + AEp + Q
0=-Epg+Ep+Q =-%mvg’® +%kx’+uNAX

Remplazando valores tenemos:

=—1%1kg.3.6°m%/s* + % k0.1? m* +0.24 x 1 kg. 10 m/s* 0.1 m.
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

Despejando y simplificando tenemos que:

k=2 (%x3.6-0.24)N/m /107

k=1.25N/m

15. Un cuerpo de masa m se suelta, desde el reposo, del punto P de la pista sin rozamiento de

la figura. Determine:
a) la normal en el punto A.
b) la posicion del punto donde el cuerpo se separa de la pista, con respecto al sistema de

referencia indicado.

&
Ng b A
2 ® Mmoo
X P X
)\NA hB
A v
) A
P

a) Haciendo diagrama de fuerzas en el punto A tenemos:
Na— P =mvaR

Na = mg + m va?/R

Ademas:
VaZ=Vvp? +2g (2R)
vp =0
va =4gR
Entonces:

Na=mg+ m4gR/R
Na =5 mg

b) Haciendo diagrama de fuerzas en el punto B tenemos:
Ng + P sen 0=m vg’/R,
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5.3 Ecuacion trabajo-energia

Pero Ng = 0, entonces:

mg sen 6= m vg/R
vg®=gRsen @

Analizando la relacion general trabajo-energia:

2 Text = AE¢ + AEpg + AEpe + Q
Para los puntos P y B tenemos:

Ecs = Epgp

Ymvg? =magh

Yovg® =g h;
Peroh=(2R -hg), y

hs = (R + hy),

h=[2R - (R +hy)]
Remplazando valores tenemos que:

Yovg® =g [2R-(R+hy)]
Ademas

h1 =Rsen &
Entonces:

Yovg® =g (2R—R—Rsen 6)

“gRsen & =g (R-Rsen 6)

Yasen & = (1—sen 6)

sen 8= 2/3

0=sen™2/3

0=41.81°
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

5.4 FUERZAS CENTRALES

16. Un atomo de hidrégeno consta de un nucleo positivo y un electrén negativo, cada uno de
1.6x10™°C de carga, a una distancia de 5x10™'m uno de otro. Determine:
a) la magnitud de la fuerza eléctrica entre el proton y el electron,
b) la frecuencia con la que el electrén orbita en torno al protén.

Solucion.

La magnitud de la fuerza eléctrica entre dos cargas eléctricas puntuales es
a) F =k—ql?2 , asf
r

(1.6x10° ) (1.6x10*)
(Bx104f

F =(9x10°)

F=92x10°N

W 9.2x107®

(9.1x10**) (5x10™)
w=4.5x10% rad/s
f=w/2r

f =7.16x10%rev/s

17. Desde una altura h, con respecto a la base de un rizo vertical, sin friccién y de radior = 1
m, se suelta un cuerpo de masa m = 2 kg. Determine en el punto B, la fuerza total que
actla sobre el cuerpo dirigida hacia el centro C del rizo.




5.4 Fuerzas centrales

18.

Solucion.

I:radial = fc +W

radial
2

v o
= m—+mgsen30
r

Se puede encontrar la rapidez en términos h, r,
1 .2
mgh =mg(r+rsen0)+5mv

2

gh=g r(1+sen9))+v7

Fradial =27m(g h—gr(l+send))+mgsen30°

= 2(2) (10 (4) - 10(1)(1+0.5) ) + 2 (10) (0.5)
=100 + 10

=110N

La carga eléctrica puntual ga=- 1 x C, orbita uniformemente en torno a la carga
gs = 3 1 C, a una distancia r; = 50cm. Determine:

a). El trabajo para acercar la carga ga, a la distancia r, = 5cm de la carga gg.
b). La relacién de frecuencia de ga en torno a gg, cuando ga salta a la érbita de radio r,.

Solucion.

a). El trabajo para trasladar una carga ga desde un punto distanciado r; de la carga gg
hasta la distancia de r, respecto a gg, esta dado por.

T :(kquB ) kquBj
r1 r2

1 1
T =kq,0s (r__r_J
1 2

(9x10%) (- 1x10°) (3x10°) (1/0.5 - 1/ 0.05)

- 27 x10°(-18)

0.486J

b). F F

centripeta — ' eléctrica
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

oy Bl
r r
VlZ :kqA qB : sz :kqA qB
m,r, m,r,

Si la masa m, se mueve por una circunferencia de radio r, con rapidez v,, su frecuencia
esta dada por

f ? r ?
[—zj =(—1j , de donde
fl r-2

1,
fl

=31.62

19. Dos esferas idénticas de masa m y carga 0,2 uC cada una, estan suspendidas como indica
la figura. SiL=0,6 my #= 5", determine la masa m.

\ Tsen0—-Fg=0
T T senf = Kq*/(2a)*
0 TcosO—mg=0
L mg senb/cosd = Kq?/(2a)®
a=L senf
D> Fe m = Kg? cos8/ g 4L2 sen’0
m m=37,6¢
a
v
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5.5 Potencial y diferencia de potencial

20. Se coloca en 6rbita un satélite geoestacionario sobre el Ecuador, a una altura de 100 km.
Si el radio medio de la Tierra es 6400 km y su masa 5,98x10* kg, determine la rapidez
orbital del satélite.

Fe =G Mt myr?
Fe = 6,67x10™. 5,98x10*. my/(6,55%10°)?

Fc=9,297.mg N
Fec=msac
a. = 9,297 m/s? —  a.=Vr

v =7803,54 m/s

5.5 POTENCIAL Y DIFERENCIA DE POTENCIAL

21. (A través de que diferencia de potencial se necesitaria acelerar un electron para alcanzar
una velocidad del 60% de la velocidad de la luz a partir del reposo? ¢ = 3x10° m/s.

Para la resolucion de este ejercicio no consideraremos el efecto relativista del electron.
Sabemos que AEpe = gAV.

AEpe = 1 mv® = gAV, en donde

av=iM
q
1(9.1x10 ™k
v= 2020 Ky 6 310% misf
16x10°C
AV = 92137.5V

22. Tres cargas puntuales estan ubicadas en los vértices de un triangulo isésceles, como se
muestra en la figura. Calcule el potencial eléctrico en el punto medio de la base.
Considere el valor de Q =5 uC.

Ri=R»=1cm; Rz = ,/16-1 :\/Ecm
v_K(-Q K(-Q_KQ.

: como R; = R,, tenemos:
Rl RZ R3

1 2 1

V=KO| — -2 |=(9x10°)(5x10°¢)| —=— -2
S R U

V =-7.84x10° V
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5 TRABAJO Y ENERGIA. Problemas

23. Un punto A se encuentra a 65 cm al norte de una carga puntual Q =-2.8 uC y un punto B
a 80 cm al oeste de dicha carga, como se indica en la figura. Calcule Vag.

9x10°(-2.8x107°) | e 9x10°(-2.8x107°%)
0.65 PR 0.8
65 cm Vag= Va— V3

Vag = (=38.77 x 10%) V — (=31.5 x 10°) V
Vag = —7.27 x 10° V

A V,

24. La separacion entre dos cargas puntuales Q y Q’ es D. En un punto P entre las cargas y a
una distancia D/3 de la carga Q el potencial es cero. Calcule la relacion Q/Q’.

_KQ KQ'_
VP—E‘FE—O
D 2 5 3
- D 3KQ 3KQ'
o : e o’
Q P Q o
Q=-=<
2
Q_ 1
Q 2

25. Determine el potencial eléctrico en el vértice superior derecho del rectangulo de la figura.

8 1C , r=1/(0.06)2+ (0.03)2 =0.067m
e -6 -6 -6
[ som vV =9x1e| X107, 4x107, 2x10
006 ' 003 0067
V =2.67x10°V
2 1C 6 om 8 IC
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CAPITULO 6

COLISIONES

En los capitulos anteriores vimos las Leyes de Conservacion de la Energia, de la Cantidad
de Movimiento Lineal y de la Cantidad de Movimiento Angular que son herramientas
sumamente utiles, no solo para resolver una gran cantidad de problemas, que de otra forma
resultarian muy complicados, sino que permiten generalizar una gran cantidad de fendmenos
aparentemente inconexos.

En este capitulo vamos a estudiar los choques o colisiones, como un excelente ejemplo de
aplicacion de las leyes de conservacion que hemos estudiado hasta ahora.

6.1 DESCRIPCION DE LAS COLISIONES

Se comenzarad analizando la colision mas simple que corresponde a la de 2 pequefias
esferas macizas (2 bolas de billar) por ejemplo. Como la fuerza gravitacional entre ellas es
insignificante no la vamos a considerar, por lo que no va existir ninguna fuerza entre ellas a
medida que se van aproximando (Fig. 6-1a) hasta llegar a ponerse en contacto (Fig. 6-1b). A
partir de este instante, las esferas empiezan a deformarse debido a las fuerzas de contacto que
se ejercen entre si, de acuerdo con la tercera ley de Newton.
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6 COLISIONES. Teoria

Estas fuerzas de contacto van aumentando a medida que aumenta la deformacion, hasta
gue llegan a un valor maximo cuando la velocidad relativa es cero (Fig. 6-1c). Después de
haber llegado hasta este punto de maxima deformacion, las fuerzas repulsivas de contacto les
obligan a separarse, de tal manera que empiezan a disminuir su intensidad, disminuyendo al
mismo tiempo la deformacion hasta que estdn a punto de separarse, instante en el cual las
fuerzas de contacto se hacen cero (Fig. 6-1d).

a —...@ --v— Minguna fucrea

¥
i

i) _..m lf— Eaferas justo en contacto

(e Esferas con maxima deformacion
(velocidad relativa =)

() —— Esferas justo separindose

':.\'.

fe) -ﬂ—@ _-.. Ninguna fuerza

Las flechas son los vectores velocidad

Figura 6-1 Colision frontal de dos pequefias esferas

Si se supone que antes de la colision las esferas se movian por una superficie horizontal
lisa (sin friccion), entonces las podemos considerar como un sistema aislado, lo que significa
que no hay intercambio de ninguna clase de energia entre las esferas y el medio exterior.

Como las esferas se mueven por una superficie horizontal lisa con velocidad constante, su
energia cinética no cambia y su energia potencial gravitacional tampoco. Sin embargo, una
vez que entran en contacto la energia cinética disminuye porque hay un reordenamiento de las
moléculas de las esferas, lo que implica un trabajo realizado en contra de las fuerzas eléctricas
internas, ya que al producirse la deformacién hay un desplazamiento de las moléculas de sus
posiciones de equilibrio, y este trabajo se almacena en forma de energia potencial eléctrica.
En el instante de la maxima deformacion entonces la energia cinética es minima y la energia
potencial es maxima. Al disminuir la deformacion en cambio ocurre lo contrario, la energia
potencial eléctrica disminuye y empieza a aumentar la energia cinética; finalmente, si no se
mantiene la deformacion, toda la energia potencial eléctrica se convierte en energia cinética.

Por lo tanto, se cumple el principio de conservacion de la energia, ya que, como hemos
visto, durante la colisién la energia cinética se transforma en energia potencial eléctrica y
luego ésta se vuelve a transformar en energia cinética.

Colisiones eléstica e inelastica
Un criterio para clasificar las colisiones es el que tiene que ver con el hecho de si la energia
cinética final es igual o no a la energia cinética inicial. Que no se confunda esto con el hecho

de que en ausencia de fuerzas externas la energia total siempre se conserva. De acuerdo con
este criterio, las colisiones se clasifican en:
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6.1 Descripcion de las colisiones

Elasticas

Cuando la energia cinetica final del sistema es igual a la energia cinética inicial del mismo,
lo que significa que no hay una conversion permanente de energia cinética en energia
potencial interna de los cuerpos. Un ejemplo de este tipo de colision es la que experimentan 2
bolas de billar o de acero, porque las deformaciones permanentes que se producen en ellas son
insignificantes. Este tipo de colisiones también se producen a nivel microscopico entre las
moléculas de un gas a temperatura ambiente.

Inelasticas

Cuando la energia cinética final del sistema es menor que la energia cinética inicial del
mismo. Un ejemplo de este tipo de colisiones es la que se produce entre 2 bolas de plastilina o
también entre las moléculas de un gas a altas temperaturas, ya que parte de la energia cinética
se transforma en energia interna de las moléculas.

Colisiones sin contacto

Para hablar de una colisidbn no es necesario que exista contacto real entre 2 cuerpos.
Suponga dos particulas igualmente cargadas (por ejemplo 2 electrones) que son lanzadas una
hacia la otra a lo largo de la recta que las une (Fig. 6-2a). A medida que se acercan la energia
cinética disminuye, debido a la fuerza eléctrica repulsiva que existe entre ellas, convirtiéndose
en energia potencial eléctrica. Aplicando el principio de conservacion de la energia al sistema,
considerando que inicialmente se encontraban a una distancia sumamente grande, se tiene:

(% mAVi)inicial + (% mBVé )inicial = k % (6_1)

siendo R la distancia de mayor acercamiento. Después de llegar al punto de mayor
acercamiento (Fig. 6-2c), las particulas invierten su velocidad, de tal manera que su mddulo
empieza a aumentar a medida que la energia potencial eléctrica se convierte de nuevo en
energia cinética (Fig. 6-2d).

Es importante hacer notar que en esta clase de colision esté involucrada una fuerza de gran
alcance, por lo que este tipo de colision no se produce en un intervalo de tiempo muy
pequeiiito, sino que se extiende en el tiempo hasta una distancia considerable.

A B

() -d--@ @—.-
[ Fuis Fas
-0 O
£l *——-@ @_-F I dwitha aprn:nx:i.tnacin:'lﬂ
e —s

T

() -—0) o

Las fechas son los veclores luerza

Figura 6-2 Colision frontal sin contacto directo
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6 COLISIONES. Teoria

Otro caso méas complicado pero mas frecuente es el que se produce cuando los cuerpos no
se mueven a lo largo de la misma linea recta, por lo que la colision ya no es frontal (Fig. 6-3).
Aqui también se tiene una conversion de energia cinetica en energia potencial y luego de
energia potencial nuevamente a energia cinética, pero las particulas nunca llegan al reposo.

Figura 6-3 Colision no frontal, bajo la accion de una fuerza repulsiva

También se pueden dar este tipo de colisiones entre cuerpos que se atraen como el caso de
la Tierra'y el cometa Halley que paso cerca de la Tierra hace algunos afios (Fig. 6-4).

En este caso también se produce conversion de energia potencial gravitacional en energia
cinética cuando el cometa se acerca a la Tierra y luego conversion de energia cinética en
potencial gravitacional cuando el cometa se aleja.

Por facilidad vamos a profundizar en las colisiones frontales, teniendo presente que todos
los principios se aplican también a las colisiones no frontales.

De lo que se ha visto hasta aqui, se puede concluir que toda colision se caracteriza por las

interconversiones de energia cinética y energia potencial, con cambios en las direcciones del
movimiento de las particulas.

_— @ ™

—
- omela .
71 Tierra

Figura 6—4 Colision no frontal bajo la accion de una fuerza atractiva
Analizar las colisiones aplicando la forma tradicional de la segunda ley de Newton

resultaria sumamente complicado, ya que se tendria que conocer la ley de la fuerza actuante,
para luego aplicar instantaneamente la segunda ley de Newton y encontrar las trayectorias.
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6.2 Conservacion de la CML

Partiendo de la tercera ley de Newton, se va a desarrollar una nueva forma de analisis, no
solo util, sino que ha dado excelentes resultados en la evolucion de la teoria Fisica.

6.2 CONSERVACION DE LA CML

Se va a aplicar la segunda ley de Newton a dos particulas A y B considerando que sobre
ellas actla solamente la fuerza que ejerce cada una sobre la otra, como se indica en la figura
Fig. 6-5:

AV
Fo,n=ma,=m,—2, 6-2
B/A ATA A At ( )
AV
F, s =Mia, =m,—2, 6-3
A/B B~B B At ( )
Fea A B Fas
+—0
Figura 6-5
De acuerdo con la tercera ley de Newton
Fera=—Fare: (6-4)

y reemplazando las ecuaciones Ecs. (6-2) y (6-3) en la Ec. (6—4) se tiene que:

Av, Avg
=-m : 6-5
A At 5 At (6-5)

En la Ec. (6-5) los At son los mismos, por tanto se puede escribir

m,AvV, = — MgAv,,
y reemplazando los cambios de velocidad en funcién de las velocidades inicial y final se tiene
que

mA(VAf - VAO) == mB(VEsf - VBO) .

Destruyendo los paréntesis y pasando los términos que tienen las velocidades finales a la
izquierda y las velocidades iniciales a la derecha, se tiene
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MpV, +MgVg =MV, +MgVg (6-6)

Ay

Pero, el producto de la masa por la velocidad es la cantidad de movimiento lineal p, por lo
tanto la Ec. (6-6) queda:

Pa ¥ Per=Pa TP (6-7)

gue es mas que el principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal, por lo que
podemos escribir que

P total final = P total inicial (6_8)

Esto se podria aplicar a muchos intervalos de tiempo como sean necesarios hasta completar
todo el proceso que dura una colision. Por lo tanto, se tiene nuevamente una ecuacion de
balance en la que una cantidad fisica la CML, se conserva durante el proceso.

Es importante que no se olvide que la CML es una cantidad vectorial y que por ello, para
operarla, se debe usar las reglas del algebra vectorial, ain en el caso de que las particulas se
muevan por una trayectoria recta.

Para el desarrollo anterior asumimos que el sistema era aislado o sea que durante la
colisién no actuaban fuerzas externas. En caso de existir fuerzas externas, y la fuerza neta es
diferente de cero, entonces la CML del sistema no se conserva porque parte de ella puede
transferirse al agente externo.

En el desarrollo anterior tampoco le consideramos al principio de conservacion de la
energia, lo que significa que el principio de conservacion de la CML es independiente de la
conservacion de la energia.

De lo que se vio antes, en una colision elastica, no se producen deformaciones
permanentes de las particulas, por lo que no hay una conversion permanente de energia
cinética en potencial, lo que quiere decir que se conserva la energia cinética del sistema.

Colision elastica frontal

Ejemplo 6-1. Dos particulas de masas m, y m, que se mueven inicialmente con velocidades
V,, Y Vg, experimentan una colision central elastica. Determine las expresiones generales de
cada una de las velocidades que tienen las particulas después de la colision.

Como en una colision perfectamente eléstica se conserva la energia cinética del sistema,
podemos escribir

2

1 2 1 2 _ 1
EmAVAf ""EmBVBf _EmAVAO

+%va§0 , (6-9)
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6.2 Conservacion de la CML

la cual relaciona a las dos incognitas v, y Vg Y, con la Ec. (6-6), se tiene un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas que permiten resolver el problema.

Simplificando el factor 2 en cada término de la Ec. (6-9) queda

2

2 2 2
MV, +MgVg, =MV, +MgVg (6-9a)

y aplicando el principio de conservacion de la CML a este caso da

MV, + MgV =MyV, +Mg Vg . (6-6a)

Ay

Pasando todos los términos que tienen m, a la izquierda y todos los que tienen m; a la
derecha, en la Ec. (6-9a) se tiene

M, (Va, —Va,) =mg (Vg —Vg, ).
Factorando las diferencias de cuadrados da
mA(VAf "'VAO)(VAf _VAO) =My (VB0 + Vg, )(VBO — Vg, )
Haciendo lo mismo en la Ec. (6-6a) se tiene
mA(VAf _VAO) =My (VBO — Vg, )
Dividiendo las dos ultimas ecuaciones da
Vy, +Vp =Vg +Vg
Y despejando la velocidad final de B queda

Vg, =V, +V, = Vg, -

0

Sustituyendo esta expresion por v, en la Ec. (6-6a) da finalmente
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2m.v, +(m, —my)v
V, = BB, ( A B) Ay Ly (6—10&)
! m, +mg

2m,v, —(m, —m;)v
Vv, = AV A ( A B) By ' (6—10b)
f m, +m;

Se deja al lector para que analice los resultados de estas ecuaciones para los siguientes
casos de choques elasticos frontales: (1) para particulas de masas iguales pero la una
inicialmente en reposo, (2) para particulas de masas iguales con velocidades iguales y
opuestas, y (3) para particulas de masas iguales con velocidades diferentes y opuestas.

Colisién completamente inelastica

Una colisién en la que los cuerpos, después de ella, permanecen moviéndose juntos se
denomina colision completamente inelastica; en este caso, es evidente que

Vi, =V, - (6-11)

Ejemplo 6-2. Suponga que se tienen dos atomos de oxigeno. EI atomo A viaja con una
velocidad va, Y choca con el otro &tomo B, inicialmente en reposo, como se indica en la Fig.
6-6. Durante la colisién se combinan para formar una molécula de oxigeno. Determine la
velocidad de la molécula.

Como m, =m, =m, al aplicar el principio de conservacion de la cantidad de movimiento
lineal a este caso da

(2m)v, =mv, +0.

Figura 6-6

Por lo tanto,

_ 1
V; _EVAO’

que es la velocidad que se busca. La molécula tiene entonces la mitad de la velocidad del
atomo colisionante.

La energia cinetica inicial del sistema es
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mientras que la energia cinética final del mismo es

2 2 2
Ec, =3(2m)vg, =m(3v, )  =3mv, =3Ec,.

Por lo tanto, la mitad de la Ec inicial se pierde. En este caso, es liberada por un foton de
luz. El foton también lleva cantidad de movimiento lineal pero es significantemente pequefia
comparada con las otras cantidades de movimiento involucradas. Si A y B fueran dos carros
que quedan enganchados durante una colision, la Ec perdida se transforma en energia térmica
(energia de las moléculas).

Se deja al lector que analice lo que ocurriria si en este ejemplo A y B estuvieran
inicialmente acercandose con la misma velocidad.

En los ejemplos que hemos analizado hasta aqui hemos asumido que durante la colision la
masa del sistema permanece constante. En realidad, hemos asumido otro principio de
conservacion, el principio de conservacion de la masa, que, aunque en nuestra experiencia
diaria este principio parezca evidente, estrictamente hablando no es asi, ya que depende de
las condiciones en las que se esté analizando el fendmeno, esto es, si se esta trabajando con el
principio de relatividad en su forma clésica o galileana o en su forma relativistica o
lorentziana.

A continuacion se va a hacer un ejemplo de una colision que, a diferencia de las que hemos
considerado hasta aqui, se produce en dos dimensiones.

Ejemplo 6-3. Suponga que un neutrén, que estaba viajando a la derecha a 1000 m/s, choca
con un proton que se estaba moviendo hacia arriba a 500 m/s, como se indica en la Fig. 6-7a.
Durante el impacto se combinan para formar un deuterén (ndcleo de hidrogeno pesado).
Determine la velocidad del deuteron. Asumir que la masa se conserva.

P, Py
1000 m/s A
@"'" * | Py
::300 m/s
®
(@ i

Figura 6-7 Colision en dos dimensiones

La fig. 6-7b muestra la suma vectorial de las cantidades de movimiento lineal del neutrén py 'y del
proton pp antes de la colision. Como las masas del neutron y del proton son aproximadamente
iguales, las llamaremos m a cada una, por lo que el modulo de la cantidad de movimiento
lineal total antes de la colision es
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|/(1000m)2 + (500m)? =1120m

y el angulo es

= arctan 0.500 = 27°.

0 = arctan S00m
1000m

Por el principio de conservacion de la CML, el mddulo de la cantidad de movimiento lineal
del deuterdn es igual a 1120m, y como la masa del deuteron es 2m, entonces la velocidad del
deuterdn es

Po
v, =—=560m/s
0= /
formando 27° con la direccion inicial del neutrén.

Conservacion de la CML de un sistema de muchas particulas

El principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal es mas general de lo que
se podria suponer al ser desarrollado solo para la colisién de 2 particulas. La base de su
desarrollo es la Tercera Ley de Newton, que es de una validez general, por lo que podemos
afirmar que la CML se conservara siempre y cuando la fuerza neta externa que actda sobre un
sistema de particulas es cero. Una colision solo es un caso particular.

La segunda ley de Newton para un sistema de n particulas es

n mivif —m.Vv.

>F = Zn:miai =y thyg (6-12)
i=1 i=1 At

n n
D F.At =Impulso neto externo = > m,v; = > mv,
i=1

i=1

Si es que la fuerza neta externa es cero, no existe impulso neto, por lo tanto:
n n
Zmivif = zmivio (6-13)
i=1 i=1

que es precisamente el principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal.

Hasta aqui hemos considerado colisiones entre particulas, pero estos resultados también
son aplicables a colisiones entre cuerpos extensos que se mueven a lo largo de la recta que
une sus centros de masas antes y después de la colision. A estas colisiones se las conoce como
colisiones frontales o centrales. Ahora vamos a considerar una colision no central.
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6.2 Conservacion de la CML

Ejemplo 6-4. Dos bolas de billar de igual masa m e igual radio r (Fig. 6-8), experimentan
una colision elastica. La bola B esta inicialmente en reposo. El centro de A se mueve a lo
largo de una recta que se encuentra a una distancia p del centro de la otra, siendo p < 2 r para
que se pueda producir la colision. Determine las velocidades después de la colision.

Este problema se puede resolver facilmente considerando las dos bolas en el momento de
la colision. La velocidad inicial v, tiene dos componentes: una a lo largo de la recta que une

los centros (Fig. 6-8a) igual a v, Cosy y otra perpendicular a dicha recta e igual a v, seny .

A lo largo de la recta que une los centros se produce una colision central elastica de 2
cuerpos de igual masa, y ya vimos que, en este caso, hay un intercambio de velocidades, por
lo que B se movera a lo largo de la recta de los centros con una velocidad v, Cosy. La

componente de la velocidad de A en estd direccion sera cero y la otra componente
permanecera constante, ya que en esa direccion no se produce colision, por lo tanto, las 2
bolas se moveran formando un angulo recto, B en la direccion de la recta de los centros al
momento del impacto y A perpendicular a esta direccion (un resultado bien conocido por los
aficionados a jugar billar).

Las magnitudes de las velocidades finales se pueden expresar mas facilmente en funcién
de p, que se le conoce como parametro de impacto y representa la distancia perpendicular
entre el centro de la bola golpeada B y la direccion del movimiento de la bola A. De la Fig. 6—
8b, se tiene que:

P
sen y =-—,
v 2r
4r* - p? o, ?
COSY = | ——— =,1-| —| ,
v 4r? (Zr
Por lo que la magnitud de la velocidad final de la bola A es:
v
v, = ,;;p’ p<2r, (6-14)
‘ r
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I
4
|
[
I

—p —
Parametro de impacto Inmediatamente después de
para la colision la colision

() [0}

Figura 6-8 Colision de cuerpos extensos

y la magnitud de la velocidad final de B es:

2
Ve =V, 1-[5} . p<or (6-15)

Si p = 0 se tiene el caso que ya analizamos de colision central, en laque la v, =0 vy la
f
Vg, =V, -
Sip=2r,no hay colision, por lo que, v, =v, y v =0.
Una diferencia importante entre una colision elastica central y otra no central es que: en la

primera la energia cinética total es transferida a la particula inicialmente en reposo y en la
segunda solo una parte que esta dada por:

—1my? —1 5
AEC=3mv, —3mv, , 0

2
Yo
AEC=3mv, 1—(;) . (6-16)

Lo que significa que, dependiendo del pardmetro de impacto p, la energia cinética transferida
puede variar desde cero hasta un valor maximo de mv3,
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Explosiones

Aunque las desintegraciones o explosiones no se parecen a las colisiones analizadas, el
principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal juega un papel importante en
ellas, ya que implican la fragmentacion de un sistema aislado, con la transformacién de la
energia potencial interna en energia cinética de los fragmentos.

Ejemplo 6-5. Una bala de 0.01 kg es disparada por una pistola de 3 kg, saliendo del cafién
con una rapidez de 300 m/s. Determine la rapidez de la pistola después del disparo.

Como inicialmente la bala y el arma estan en reposo, la cantidad de movimiento lineal del
sistema es cero. Por el principio de conservacion de la CML, la cantidad de movimiento lineal
final del sistema también debe ser cero. Como la bala es disparada hacia la derecha, ésta tiene
una cantidad de movimiento lineal de mv; dirigida hacia la derecha, para que la cantidad de
movimiento lineal total final del sistema sea cero, la pistola debe tener una cantidad de
movimiento lineal de MV hacia la izquierda, donde V; es la velocidad del retroceso del
arma, por lo que:

mv,=—-MV, 0

m
Vi=oor Ve (6-17)

como m = 0.01kg, v, =300 m/s y M = 3 kg, el arma retrocede con una rapidez de

205 300 = 1mis.

Aunque la Ec. (6-17) ha sido deducida para una pistola disparando una bala, es evidente
que representa un resultado mas general, incluyendo todos los casos en los cuales un objeto en
reposo expulsa parte de su masa. Por ejemplo:

e Cuando el ndcleo de uranio radioactivo U**® (masa = 238 uma) se desintegra mediante
la emisidon de una particula alfa (masa = 4 uma), el nuevo nucleo (torio) retrocede con una
velocidad de 4/234 de la velocidad de la particula alfa.

e La formacion de un par electron-positrén cuando un fotdbn muy energético (rayo
gamma) es detenido con plomo. Como el positron es la antiparticula positiva del electrén
tienen masas iguales, por lo que deben salir con igual rapidez. Esto se ha comprobado en
forma experimental.

e En el movimiento de un barco, sus propulsores empujan el agua hacia atras dandole
cantidad de movimiento lineal, el barco avanza hacia delante con una cantidad de movimiento
lineal igual pero opuesta.

e Cuando despega un cohete arroja rapidamente hacia abajo los gases calientes que
resultan de la combustién, por lo que estos gases adquieren una cantidad de movimiento lineal
hacia abajo; como consecuencia de esto, el cohete adquiere una igual cantidad de movimiento
lineal hacia arriba.

e Cuando una persona camina sobre la superficie terrestre adquiere una cantidad de
movimiento lineal, por lo tanto la Tierra adquiere la misma cantidad de movimiento lineal
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pero en direccion contraria; pero, como la Tierra tiene una masa sumamente grande
comparada con la persona su rapidez de retroceso va a ser insignificante.

6.3 CONSERVACION DE LA MASA

En la Sec. (6-2) se supuso que en una colisién las masas de las particulas emergentes
equivalen a las masas de las particulas colisionantes. Esto en realidad es otro principio de
conservacion, que se analizara para ver en qué condiciones se cumple.

En la relatividad galileana se establece que las leyes del movimiento de Newton y por lo
tanto la conservacion de la cantidad de movimiento lineal, se cumple en todos los sistemas de
coordenadas que se mueven unos respecto a otros con velocidad constante, es decir, que las
leyes de Newton se cumplen en todos los sistemas de referencia inerciales. Cuando ocurre
esto, se dice que esa ley o ese principio es una invariante galileana. Vamos a demostrar a
continuacion que el principio de conservacion de la masa es valido si el principio de
conservacion de la cantidad de movimiento lineal es una invariante galileana.

Considere la colision de dos particulas A y B, de masas ma y mg que viajan en la direccion
del eje x con velocidades va y vg medidas por un observador en el sistema S (Fig. 6-9a).
Vamos a suponer que como resultado de la colision se obtienen dos particulas C y D de masas
mc y mp también moviéndose en la direccion del eje x con velocidades vc y vp medidas en el
sistema S (Fig. 6-9b). En general A y B son diferentes de C y D, en masa y en otras
caracteristicas. Si aplicamos el principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal
en el sistema S se tiene

MV, + MgV = MV +MpVp. (6-18)

El observador en el sistema S’, que se mueve con una velocidad constante u con respecto a
S, va a medir diferentes velocidades iniciales y finales, las mismas que de acuerdo con la
ecuacion de la velocidad relativa son las siguientes:

Por lo tanto, para el observador S’, el principio de conservacién de la cantidad de
movimiento lineal para la colision es

mA(VA_u)+mB(VB —U) = mc(vc _u)+mD(VD_u) 0

m,V, —m,u+mgV, —myu = M.Ve —M:U+ MgV, —Mpu. (6-19)
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(a) (&)

Figura 6-9 Colision observada en dos sistemas inerciales con
velocidad relativa u. Las velocidades estan dadas en el sistema S.

Combinando las Ecs. (6-18) y (6-19), se tiene:
u(m, +mg) = u(m, +m;), por lo tanto (6-20)

(mA +mB): (mc +mD)

Que es precisamente el principio de conservacion de la masa: la masa total del sistema es
la misma antes y después de la colision. Si en lugar de aplicar la relatividad de Galileo
aplicaramos la de Einstein, la situacion seria diferente.

6.4 SISTEMA CENTRO DE MASA (CM)

Analizar los resultados de una colisién en sistemas de coordenadas que no sean el sistema
de laboratorio en el que la colision ocurre, es muchas veces una gran ventaja, porque ciertas
relaciones y simetrias que no se visualizan en algunos sistemas de coordenadas pueden ser
facilmente observables en otros. Es muy valioso el sistema de coordenadas en el cual el
centro de masa de las particulas que colisionan (chocan) se encuentra en reposo, a este
sistema se le denomina del centro de masa o sistema de referencia del centro de masa (se
denominara sistema CM).

Para dos particulas A 'y B con masas ma y mg Cuyos vectores posicion son ra y rg
respectivamente, el centro de masa (CM) es localizado por:
— mArA + mBrB

I
CM !
m, +mg

y la velocidad del centro de masa, vnm, esta dada por
MV, MgV

cm !

m, + Mg

v (6-21)

donde v, y v, son las velocidades de las particulas antes del choque. Al dividir la Ec. (6—
21) para mg, se tiene
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m,/mg)v Y,
:( A B) A0+ BO. (6—213.)

cm

m,/m; +1

En primer lugar considere que la masa de B es mucho mayor que la masa de A y que
inicialmente la particula B se encuentra en reposo (Fig. 6-10); en este caso el CM estd en B, y
como A se desplaza hacia B, el CM permanece en reposo en la particula B. Matematicamente
simg = oo, la v, = vy ysi v, =0, entonces vem = 0. En éstas condiciones el sistema CM es

igual al sistema del laboratorio. Esta situacion es aproximada para una particula que se acerca
a otra, mucho mas pesada (a una pared) y que se encuentra en reposo.

My =>2> My
(va=0) B Ve =0

Figura 6-10 Cuando un objeto es de masa infinita, el CM esta fijo en este objeto

Si se consideran las particulas, A y B, de igual masa de tal manera que A se traslada con
'V, Y la particula B se encuentra en reposo (Fig. 6-11a). En este caso el CM de este sistema

estd en la mitad de la linea que las une y su velocidad de acuerdo a la Ec. (6-21) es:

(6-22)

Observando el choque entre A y B, como si estuviera viajando con el CM, las velocidades de

las particulas son 1v A Y —-1v A, Fespectivamente. Entonces la cantidad de movimiento lineal
total de las particulas en el sistema CM es 2m,v,, y —3mgV (Fig.6-11b). (Recuerde que

en este caso ma = msg).

Ag

Examine algunas de las ventajas de analizar las colisiones de particulas en el sistema CM,
considerando una colision eléstica frontal de dos particulas de igual masa; sin conocer el
principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal, se puede deducir esta ley
unicamente analizando la simetria del problema.

En el sistema CM se tendran dos particulas idénticas aproximandose con igual rapidez y
luego del choque, las particulas también se alejaran con la misma rapidez. Se concluye que las
particulas intercambian su cantidad de movimiento lineal (Fig. 6-11b), lo que implica que la
cantidad de movimiento lineal total de las particulas se conserva en la colision. Para regresar
nuevamente al sistema de laboratorio se debe sumar la velocidad de cada particula en el
sistema CM, la velocidad del CM v, = %vAO (Fig. 6-11c) y obtener que la velocidad final de

A es igual a cero, y que la velocidad final de B es igual a la velocidad inicial de A, v, . Los

mismos resultados se obtienen utilizando la conservacién de la cantidad de movimiento lineal
para una colision elastica frontal.
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My = iy

=1
Yeu =1V,

(v,=0]
. A ™ .
Sistema Lab  gre— Yol jv, =, ﬂ—L
p o + Velocidades antes de la colision
Sistema CM e,y X —iv, -ﬂ—ﬁ
(a)
~ ——— — B Cantidad de movimiento lineal antes
, ’ de la colision
Sistema CM ‘
A B
1 — .y, < f— O 1 v, Cantidad de movimiento lineal despues
de la colision
(&)
. A B
Sistema CM —1v, ~af— G v,
Velocidades despues de la colision
] A B
Sistema Lab ° et

(c)

Figura 6-11 Uso del sistema CM

Cuando se considera una colision de cuerpos con masas y velocidades diferentes resulta
conveniente analizar el choque desde el sistema CM; sin embargo, es de notar que el
procedimiento que se debe seguir es idéntico al del ejemplo anterior.

El procedimiento matematico para una colision eléstica frontal de dos particulas de masas
m,y mg con velocidades iniciales v, y v, antes del choque respectivamente es: (1) restar la

velocidad vy, de la velocidad de cada cuerpo medida en el sistema de laboratorio; (2) analizar
la colision en el sistema CM, donde las simetrias son utiles y (3) transformar nuevamente al
sistema de laboratorio sumando v¢n, a cada una de las velocidades de los cuerpos,
encontradas en el sistema CM.

En este ejemplo se utilizan mayusculas para representar las velocidades de las particulas
determinadas en el sistema CM, de la siguiente manera:

V v v v _ MAV A + MgV
P Po oM Po m,+m,
que se simplifica a
mB
Vo ="V —Vg)- (6-23)
m, +m,

La cantidad de movimiento lineal inicial de A en el sistema CM es entonces
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m,V, =—mA:rl:]B (Vo —Ve,) = #(Vy —Vg ), (6-24a)

en donde la cantidad ., llamada masa reducida de un par de cuerpos, esta definida por:

__mm,
m,+my

+

1 1 1
—=—t— (6-25)
Hoomg My
De igual forma en el sistema CM, la particula B tiene una cantidad de movimiento lineal
inicial de

myVg, = ,U(VB0 -V

) (6-24b)

Entonces se encuentra una simetria cuando se observa la colision desde el sistema CM,
como se indica en las Ecs. (6—24a) y (6-24b). En el sistema CM la colision elastica frontal es
equivalente al de dos particulas de masa x aproximandose cada una con igual rapidez y
direccion contraria.

Nuevamente, la simetria observada en el sistema CM establece que en la colision, las dos

particulas intercambian su cantidad de movimiento lineal, por lo que la cantidad de
movimiento lineal de A luego de la colision es:

(Vg —Vy)=m\V, .

Aqui
V, = (v, —Vy ) =—2—(Vy —V,). (6-26a)
" m, my,+mg °
Igualmente, se encuentra
H My
V, =—(V, —Vg )=—>"2—(V, =V ). 6-26b
B, mB( A BO) mA+mB( A BO) ( )

Finalmente, regresando al sistema de laboratorio sumando vem a V, ya Vg , Yy de acuerdo a
la Ec.(6-21):

MV, +MgVg

m
V, =V, 4V, =—28 (v, -V, )+—2 , 6-27
A A CcM mA+mB( By AO) m,+m, ( )
que se simplifica a
2mgv, +(m, —my)v
V, = BVYB, ( A B) A (6-28a)

m, +mMmg

En igual forma se tiene:
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2m,v, —(m, —m_)v
vy = AV A ( A B) BOI (6—28b)
! m, +mg

Note que las Ecs. (6-28a) y (6-28b) son idénticas a las Ecs. (6-14a) y (6-14b)
respectivamente.

Las cantidades de movimiento lineal finales en el sistema de laboratorio son:

_2mymgVvg +m, (M, —Mg)V

MV, = y (6-29a)
m, +mg
m.v. = 2mAmBVA0 —Mg (mA - mB)VBO (6—29b)
5B m, +m, '

Sumando las Ecs. (6-29a) y (6-29b), se obtiene la cantidad de movimiento lineal total en el
sistema de laboratorio. Finalmente el resultado sera:

MV, +MgVg =MV, +MgVg . (6-30)

De esta manera, una colision de particulas llevadas al sistema CM proporciona una
simetria que lleva a la Ec. (6—30), que es la ley de conservacién de la cantidad de movimiento
lineal para un sistema formado por dos particulas.

Cuando se consideren colisiones no centrales, el procedimiento a seguir sera idéntico,
donde una vez mas la cantidad de movimiento lineal total en el sistema CM es igual a cero
antes y despues de la colision.

En las colisiones no centrales, las particulas después del choque salen con velocidades
que forman angulos con las direcciones de las velocidades iniciales, pero siempre se tendran
cantidades de movimiento lineales iguales en magnitud y direccion contraria en el sistema
CM (Fig.6-12); precisamente es para este tipo de colisiones que la transformacion al sistema
CM tiene un gran valor.
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B -
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i

colision
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. B
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v
5y

(a)

(&)

Figura 6-12. Una colision no central (a) en el sistema de laboratorio y (b) en el sistema CM

6.5 COLISIONES EN EL SISTEMA CM

En la seccion anterior se analizd que una colision eléstica en el sistema CM muestra una
simetria que simplifica los problemas de colisiones. Algo similar se obtiene cuando se
analizan colisiones inelasticas en el sistema CM.

En el sistema CM la cantidad de movimiento lineal total de un sistema de particulas
siempre es igual a cero. De ésta manera una esfera con cantidad de movimiento lineal mava
que choca elasticamente con una pared en reposo rebota con una cantidad de movimiento
lineal — maVva, es decir, con una variacion de su cantidad de movimiento lineal de —2 maVva.
En éste caso la pared adquiere un cambio en su cantidad de movimiento lineal de 2 mava.

Es recomendable analizar las colisiones con una masa mg muy grande pero no infinita,
terminar el problema, y finalmente tomar el limite cuando m; — oo.

En una colision inelastica la energia cinética (Ec) total de las particulas que chocan al
final de la colision no es la misma que la Ec total de las particulas antes del choque, porque
una parte de ésta Ec se convierte en energia interna de las particulas que colisionan.

Como se analiz6 anteriormente, en el sistema CM, una colision entre dos particulas se
considera como un choque de dos cuerpos de masa w (masa reducida) cada uno, viajando el

uno hacia el otro con una velocidad ‘VAO —vBO‘; pero en un choque inelastico no existe
intercambio de la cantidad de movimiento lineal de las particulas.
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Luego del choque las particulas tienen cantidades de movimiento lineal de igual
magnitud y direccion contraria, sin embarco la Ec total después de la colision es menor que la
Ec total antes de la misma. La Fig. 6-13 muestra una colision inelastica frontal en la cual el
50% de la Ec inicial se convierte en energia interna.

ma=12 mpy=1 p=4%
vy, = 2 V=1 KEI= 1 KEp
A B “]
_[_ O#V Vk .
5 | g 0 {
Sistemade |
Laboratorio A B s
abor: pa=mavs,  Pry=ima Vs, <. - Antes de la colision
. B !
O_—*PJ =mVa, P,,r}:m,\fau L) ,,:
O=plv, =V, =piva, =V,
Sistema CM |
A B - N
P, =m,V . : ,‘r:’ ‘v 'f—v |
L A!__ml,:.|I A i) =p| np=Vag
=RiYa — Ve
T
_ A B ..,
O i Gl _ Despues de la colision
Sistema de Pagmmava, Po="aVs,
Laboratorio | A B
L v "’If -

i

Figura 6-13 Una colision inelastica con la mitad de la Ec original convertida en energia interna

Determinar el porcentaje de Ec que se transforma en energia interna del sistema en una
colisién inelastica y cumplir con la conservacion de la cantidad de movimiento lineal es un
problema que con frecuencia se discute en este tipo de colisiones.

Es necesario conocer que no toda la Ec inicial del sistema se puede transformar en
energia interna; por ejemplo, una particula de masa m, que se acerca con una velocidad v, a

otra particula de masa mg que se encuentra en reposo sobre una superficie horizontal lisa no
puede convertir toda su Ec =4m AVAOZ en energia interna del sistema, porque la cantidad de
movimiento lineal inicial es m,v, y luego del choque seria igual a cero, con lo que no se
cumpliria la ley de la conservacion de la cantidad de movimiento lineal.

La Ec maxima que se convierte en energia interna, se determina facilmente analizando el
problema en el sistema CM en el cual se tienen dos particulas que tienen una cantidad de

movimiento lineal inicial de magnitud igual ay‘vAO —vBO‘. La maxima transformacion de Ec

en energia interna ocurre cuando la velocidad final de cada particula en el sistema CM, es
igual a cero.

Para encontrar la velocidad de cada particula en el sistema de laboratorio debemos sumar
la velocidad del CM a las velocidades de cada particula en el sistema CM; entonces la
velocidad final de cada particula es igual a
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m,v
Vem =Va, = Vs :A’ (6-31)
' tom,+mg
A

de la Ec. (6-26) conv, =0. La Ec total final del sistema es la suma de las Ec de las

particulas:
myv, myv, )
Ec, =%mA(A] +%mB£AJ )
m, + Mg m, + M

2 2
_L1Mmive (6-32)
2m,+mg

Ec,
La Ec inicial del sistema es %mAvAO2 . Entonces la Ec convertida en energia interna del sistema

€es:
2

1 myv
AEc =Ec,—Ec, =4m,v, - = —""2—
2m,+mg
m .
=§mAvA02(1——AJ, 6
m, +mg
m m
AEc=1m,v, *——2 — =Ec,—=2—. (6-33)
m, + Mg m, + Mg

Si la mg = 0 (es decir el cuerpo B no existe, por lo que no hay colisién) entonces la
AEc = 0. Pero, cuando mg es muy grande (proxima al infinito) en el caso de un choque contra

una pared fija, la AEC se aproxima a %mAvAOZ; lo que significa que toda la Ec inicial se
transforma en energia interna.

En cambio, cuando las masas de los cuerpos que colisionan inelasticamente son iguales y

el cuerpo B esta en reposo sobre una superficie horizontal lisa, la maxima conversion de Ec en
energia interna es igual a  Eco.

6.6 CONSERVACION DE LA CMA

Recuerde que cuando anteriormente se aplicé la segunda ley de Newton a un sistema, en
rotacion se obtuvo la ecuacién:

que relaciona el torque neto Xz, aplicado al sistema, con la aceleracion angular a del sistema,
en rotacion. La cantidad | es la inercia rotacional (0 momento de inercia) del sistema. La
similitud de la ecuacion anterior de la dinamica rotacional con la ecuacion:
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>F=ma,

de la dinamica lineal, sugiere una suerte de equivalencia entre las cantidades lineales y las
correspondientes cantidades angulares.

En el caso de un sistema aislado de sus alrededores, es decir un sistema en el cual el
torque externo neto ejercido sobre él es igual a cero, considere un intervalo de tiempo At, en
el cual pueden suceder varios procesos en el interior del sistema; pero, en el cual el impulso
angular Xt At, que ejercen los alrededores sobre el sistema, es igual al vector cero. Entonces,
por el principio del impulso angular-cantidad de movimiento angular,

Tt At =AJ = A(lo),
la cantidad de movimiento angular J = le® no cambia:
AJ=A(l®) =0,

donde o es la velocidad angular del sistema. La ecuacion anterior puede ser escrita de otra
forma:
Ji = Jj 0 (|(O)f = (|(O)i

para un sistema aislado. Las dos ecuaciones anteriores, como ya se indico en el capitulo 4, son
la expresion matematica del principio de conservacién de la CMA:

La cantidad total de movimiento angular de un sistema aislado no
cambia.

Es posible que partes del sistema aislado cambien su CMA, pero la cantidad total de
movimiento angular permanece constante.

Fuerzas centrales y la conservacién de la CMA

Recordemos que se llaman fuerzas centrales a aquellas que estan dirigidas radialmente de
centro a centro de masa de los cuerpos actuantes, hacia adentro o hacia fuera. Tal es el caso de
la fuerza gravitacional que es de atraccion, y el de la fuerza eléctrica que puede ser de
atraccion o de repulsion. Por ejemplo, la fuerza gravitacional de la Tierra sobre la Luna esta
dirigida desde el centro de la Luna hacia el centro de la Tierra, y de ahi su nombre de fuerza
central.

El torque neto sobre un sistema Xt es cero porque no hay ninguna fuerza externa que
actué sobre €l o porque hay fuerzas externas que actuan sobre él; pero, la suma de los torques
de ellas es cero, o porque hay una fuerza externa que actle sobre él; pero, cuyo torque sea
cero. El tercero es el caso de las fuerzas centrales. Ello se explica porque el torque se calcula
con la formula

T=rxF
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y como la fuerza central F estd en igual direccion que r (fuerza central repulsiva) o en
direccion contraria (fuerza central atractiva), el producto cruz r x F es igual a cero.

Tierra

Figura 6-15

Por lo tanto, si sobre una particula actia solo una fuerza central la cantidad de
movimiento angular de la particula J = I se conserva durante el movimiento.

Derivacién de la segunda ley de Kepler a partir de la conservacion de la cantidad de
movimiento angular

Considere el movimiento de un planeta P sujeto exclusivamente a la fuerza gravitacional
ejercida por el Sol sobre él. Dicha fuerza es central y, como ya se demostrd, la cantidad de
movimiento angular del planeta, J = l®, se conserva. Si la cantidad de movimiento angular J
se conserva, su direccidn se conserva. La direccion de la velocidad angular o del planeta, que
es igual a la de J, también sera constante. Por lo tanto el planeta se mueve sobre una orbita
gue se encuentra en un plano fijo. Segun la primera ley de Kepler tal oOrbita es eliptica.
Recuerde que la segunda ley de Kepler afirma que el radio vector de un planeta, con respecto
al Sol, barre areas iguales en intervalos de tiempo también iguales. Para demostrar la segunda
ley de Kepler a partir de la conservacion de la cantidad de movimiento angular, se tiene:

p ~Tr A8

Figura 6-16
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El Sol, S, se encuentra en uno de los focos de la trayectoria eliptica del planeta el cual a
cierto instante se encuentra en el punto P y luego de un cierto intervalo At se encuentra en el
punto P’. En el intervalo At el radio vector del planeta r, con respecto al Sol ha girado un
angulo A y ha aumentado su longitud en Ar, de modo que cuando el planeta se encuentra en
el punto P’ la magnitud del radio vector es r + Ar. Sea AA el area barrida por el radio vector
en el intervalo At, es decir el area de la region limitada por los radios vectores SP y SP’ y el
arco de elipse PP’. Para un intervalo At pequefio podemos aproximar el area barrida como

AA=~1(r+Ar ra6)=1(r?A6+rArAQ)

Mientras mas pequefio sea At la aproximacion es mejor. Si At es pequeiio, Af €S pequerio y
también Ar. Si A@ y Ar son pequenos, su producto Ar A es aln mas pequefio, razén por la
cual se puede despreciar y se obtiene:

AA~1r?A0.

Al multiplicar la ecuacion anterior por la masa m del planeta y dividir para el intervalo At:

mAA cimre Y _iip-a,
At At
de donde:
AA I
At 2m

Pero J es constante porque el vector cantidad de movimiento angular J es constante y, como
la masa m del planeta es constante, se tiene que:

AA=KkAt,
donde la constante k es igual a J/2m. Si At es lo suficientemente pequefio se puede escribir:
AA=KAL, (6-34)

que es la segunda ley de Kepler, que afirma que el radio vector del planeta barre areas iguales
en intervalos de tiempos también iguales.
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PROBLEMAS

6 COLISIONES

1. Un bloque A se encuentra en una superficie horizontal sin friccion. Otro bloque B de igual
masa, unido al extremo de una cuerda de longitud “L”, se suelta desde la posicion que se
indica en la figura. Los dos bloques quedan unidos y contintan moviéndose. Determine:

B L o a) la velocidad del sistema inmediatamente después del
choque.

b) ¢ hasta donde subirén los bloques?

<>

BIl A

Un poco antes del choque.

mg g L:%msvB =g L:%vg = Vi =2gL

Durante el choque

VB
Mg Vg =(M,+Mz)V = mvy,=2mv = v:7

Después del choque

Ec=Epg

%(mA+mB)v2:(mA+mB)gh = %(2m)v2:(2m)gh :%vzzgh

2 2
2| 4 2| 4 4
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2. Un cuerpo de masa m se mueve sobre una superficie horizontalmente lisa, y se produce un
choque perfectamente inelastico con otro cuerpo de igual masa y que esta en reposo en la
superficie. Determine en cuanto se pierde la energia cinética debido al choque.

B A Bl A

Antes Después

Mg Vg =(M,+Mg)v = mvg,=2my
v

v=—2
2

Después del choque

AEc=Ec - Ec,
1

A Ec:%(mA+mB)v2—§va§ :%(Zm)vz—%(m)vj
A Ec:%(Zm){V?BT—%mv;

A Ec=%(2m){%}—%mv§

A Ec=%[% mvé}—%mvé

A Ec :%Eco— Ec,

A Ec :—%Ec0

3. Una piedra de 100 g esta en reposo sobre una superficie horizontal sin rozamiento. Un
proyectil de 2.5 g se mueve con una velocidad de 400 i m/s, choca con la piedra y rebota

con una velocidad de 300 k m/s. El proyectil y la piedra se mueven finalmente sobre la
misma superficie horizontal. Determine la velocidad final de la piedra.

m, =100x107 kg; v,, =0

=2.5x10" kg; v,.., =400i m/s

m proy 0 proy

mp VOP +mp"0y VOP"OV =mp VP +mpf0 VPFO)’

2.5x107°x 4007 =100 x10°V, +2.5x107°x 300k

. 2.5x10°x 4007 —2.5x10° x 300k
V,= = m/s
100 x10

V,=107 -7.5km/s
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4. Un cuerpo de 2 kg, que se mueve con una rapidez de 3 m/s, alcanza a otro de 3 kg, que se
mueve con una rapidez de 1 m/s. Determine la rapidez de cada uno después del choque si:

a) no fue elastico.
m, =2Kkg; v, =3m/s
m =3kg;Vv, =1m/s
M, Voo +MVy=M V., +MV = m_ V, +mv,= (M, +m)v

M, Vg, +mv0_2><3+3><1m 9

\Y; /s==m/s=18m/s
m, +m 5 5

b) fue elastico. Considere que los cuerpos se mueven en linea recta.
M, Voo +MVy=m_V, +mv = 2x3 +3x1=2v, +3v = 1) 9=2v_  +3v
Ec

antres — Ecdespués

1
>me Voo +Emv02=§mC v’ +Emv2 = m. Vo +my,i=m v’ +mv: =

2x3% +3x12=2v2 +3v? = 2) 21=2Vv +3V’

Resolviendo 1) y 2) tenemos: v, :% , remplazando en 2)

21:2{9 _23\/}2+3v2 = 15v* - 54v+81=0 = v,=2.8m/s;v,=1m/s

5. Un cuerpo A, de 5 kg, choca con otro B, de 2.5 kg, que estaba en reposo. La energia
cinética del sistema formado por estos dos cuerpos inmediatamente después del choque es
de 5 J. Si el choque es completamente inelastico, determine la cantidad de calor que se
desprende durante el choque.

M, =5Kg; Voa
mg =2.5kg;v,; =0m/s

EC ina =%(mA+mB)v2 = 5=%(5+2.5)v2 = Vg =1.63 mM/s

En el choque:
7.5x1.63m/s
_— =

MyVoa +0=(My+my)v = 5xv,, = (5+2.5)1.63m/s = v, = c

Voa = 2.45m/s
l 2 l 2
Qdesprendido = AEC =(ch - ECO)= 5] —EmA Voo = 5(5)2.45 =-10J.
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	Además, el vector unitario de un vector A estará dado por
	uRAR = (ARxR / A) i  + (ARyR / A) j (1-7)
	Figura 2-13 Vector posición de un punto con respecto a otro y radio vector de un punto
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	Figura 2-31 Movimiento parabólico
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	2.1 Vectores
	A
	6. Una partícula se mueve sobre una línea recta que pasa por los puntos A ((2,4) m y B (1,0) m. Sobre la partícula no actúa aceleración alguna y a t = 2 s la velocidad tiene una magnitud de 5 m/s, ¿cuál es el vector velocidad instantánea cuando t = 10...
	La partícula se mueve con MRU, es decir con velocidad constante.
	Se desplaza desde A hacia B, luego su desplazamiento es.
	r = [(1,0) ( ((2, 4)] m
	r = 3 i ( 4 j m
	El unitario de su velocidad es:
	uRvR = (3 i ( 4 j) / 5
	uRvR = 0.6 i ( 0.8j
	La velocidad es la misma en cualquier instante, por lo que:
	vR10R = 5 m/s (0.6 i ( 0.8j)
	vR10R = (3 i  ( 4 j) m/s
	7. Un cuerpo se mueve por una línea recta sin cambiar la dirección de su movimiento. La mitad de su trayectoria lo hace con una velocidad vRoR y la parte restante, con una velocidad vR1R durante la primera mitad del tiempo y con una velocidad vR2R, en...
	Si se hace coincidir el eje x del sistema de referencia con la dirección del movimiento, entonces la velocidad media puede escribirse como
	vRmR = (x / (t.
	Ya que el movimiento es uniforme se tiene que:
	(x = v (t.
	En el tramo AB se cumple que:
	L / 2 = vRoR tRAB R, de donde
	tRAB R= L / 2 vRo
	Si en el tramo BC la partícula recorre la longitud s, entonces:
	tRBDR / 2 = s / vR1R,
	de donde
	s = vR1R tRBDR / 2.
	En el tramo CD se cumple que:
	tRBDR /2 = ( (L/2) ( s) / vR2 R,
	reemplazando el valor de s en la última ecuación, se deduce que:
	tRBDR = L / (vR1R +vR2R)
	tRADR = tRABR +tRBD R,
	al reemplazar los valores de tRAB Ry tRBD Rse encuentra que:
	vRm R=
	8. Una canoa va y regresa entre los puntos A y B de la misma orilla de un río, cuyas aguas fluyen desde A hacia B a razón de v m/s. Si la canoa tiene una rapidez de 2v m/s en aguas tranquilas, calcule la relación entre el tiempo que se demora en ir la...
	En el movimiento uniforme se cumple que:
	(t = (x / v.
	En este caso, 2v + v es la rapidez de la canoa respecto a tierra cuando ésta viaja a favor de la corriente y 2v ( v, cuando viaja en contra de la corriente, y si se considera que la distancia entre A y B es L, se tiene:
	t RidaR = L / ( 2v + v) = L / 3v
	t RregresoR = L / (2v ( v) = L / v
	t RidaR / t RregresoR = L v / 3L v
	t RidaR / t RregresoR = 1/3
	9. Un hombre viaja 1 h a 30 km/h y luego otra hora a 50 km/h en dirección contraria. ¿Cuál es su velocidad media para las dos horas de viaje?
	Si a la ida, el hombre se movió en la dirección del eje x positivo:
	rR1R = vR1R (tR1
	rR1R = (30 km/h) i (1h)
	rR1R = +30 i km
	rR2R = vR2R (tR1
	R RrR2R = (( 50 km/h) i (1h)
	rR2R = ( 50 i km
	vRmR= (rR2R ( rR1R)R R/ (t,
	vRmR= [((50 + 30) iR R/ (1 + 1)] km/h
	vRmR = (10 i km/h
	10. Un carro se mueve al Sur con una rapidez de 27 m/s en medio de una lluvia. La trayectoria de cada gota forma un ángulo de 20( con la vertical, medido por un observador fijo en tierra. Un observador sentado en el carro ve en los vidrios de las vent...
	a) sen 20(= vRc/T R/ vRg/T
	vRg/T  R= 27 / sen20(
	vRg/T  R= 78.94 m/s
	b) tan 20( = vRc/T R/ vRg/c
	R RvRg/c  R= 27 / tan20(
	vRg/c  R= 74.17 m/s
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